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4.2 Drehimpuls 

Drehimpuls eines Massenpunktes 

Ein punktförmig angenommener Körper mit der Masse m, ist ein sog. Massenpunkt XE "Massenpunkt" , der sich mit der Bahngeschwindigkeit 
[image: image1.wmf]r
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 bewegt, hat den Bahnimpuls 
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Nun ist es eine bekannte Erscheinung, daß man z.B. einem Auto, auch wenn es auf einer schnurgeraden Straße fährt, vom Straßenrand aus nur nachblicken kann, wenn man ständig den Kopf dreht. Vom außenstehenden Beobachter aus gesehen, vollführt das Auto also eindeutig eine Drehbewegung (Bild 4.6.). Jetzt kann man sich z.B. zunächst nur dafür interessieren, wie schnell man den Kopf drehen muß, d.h. wie groß die momentanen Winkelgeschwindigkeiten sind.

Diese erhält man offensichtlich, wenn man von der Bahngeschwindigkeit in jedem Bahnpunkt die jeweilige Komponente 
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 senkrecht zum Ortsvektor 
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 ausrechnet und durch den Betrag von 
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 teilt.

Es gilt:
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Man kann sogar noch ein Stück weiter gehen und dem Körper formal in jedem Punkt seiner Bahn in bezug auf den Beobachterstandpunkt ein Massenträgheitsmoment zuordnen. Da der Körper nur ein einziger Massenpunkt im Abstand r ist, folgt aus der Definition des Massenträgheitsmomentes
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Grafik 4.6.:
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In Analogie zum Bahnimpuls 
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 kann man nun eine entsprechende Größe für die

beobachtete Drehbewegung einführen.


Definition: Momentaner Drehimpuls  XE "Drehimpuls:Momentaner Drehimpuls"  


Ein auf einer beliebigen Bahn bewegter Massenpunkt besitzt zu einem 

bestimmten Zeitpunkt in bezug auf einem im Abstand r befindlichen

Bezugspunkt die momentane Winkelgeschwindigkeit
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und das momentane Massenträgheitsmoment XE "Drehimpuls:momentane Massenträgheitsmoment" 
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Das Produkt L = J*( heißt momentaner Drehimpuls in bezug auf einen

bestimmten Bezugspunkt.

Für  L ergibt sich:
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Hierbei ist 
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 die senkrecht auf den jeweiligen Ortsvektor stehende Komponente des Bahnimpulses. Es gilt
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Setzt man die letzte Beziehung ein, so wird 
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. Dieser Ausdruck ist der Betrag des vektoriellen Produktes der Vektoren 
[image: image16.wmf]r
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 und 
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. Offenbar ist es sinnvoll, den Drehimpuls auch als Vektor mit der Richtung dieses vektoriellen Produktes einzuführen, da man auf diese Weise auch die Drehrichtung kennzeichnen
kann. Damit erhält:
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Definition: Drehimpuls XE "Drehimpuls" 
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Der Drehimpuls ist ein Vektor, der gemäß der Rechtsschraubenregel senkrecht 
auf der von 
[image: image20.wmf]r
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 und 
[image: image21.wmf]r
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 aufgespannten Ebene steht.
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Beziehung Drehmoment und Drehimpuls
Bei den Bahnbewegungen gilt das 2.Newtonsche Axiom 
[image: image24.wmf]r
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. Es erhebt sich die Frage, ob eine analoge Beziehung auch für den Zusammenhang zwischen Drehmoment XE "Drehimpuls:Drehmoment"  und Drehimpuls gilt.

Um dies zu untersuchen, lassen wir in irgend einem Punkt der Bahn eine Kraft 
[image: image25.wmf]r
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 auf  den Körper wirken (Bild 4.6), so daß in bezug auf den Beobachter auch formal das Drehmoment 
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Die Kraft
[image: image27.wmf]F
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 beschleunigt den Körper mit der momentan Beschleunigung 
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 senkrecht
zum Radius und ändert damit den Drehimpuls. Es gilt für das momentane Drehmoment:
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Grafik 4.7 + 4.8.:
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Allgemein gilt die wichtige Beziehung:  
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Mathematische Herleitung dieser Formel:
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Nach der Produktregel gilt:
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Nun ist 
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 (s. Bild 4.7.); also sind der Winkel zwischen beiden und damit auch das vektorielle Produkt 
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 gleich Null. Also gilt 
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Man sieht sofort, daß immer dann, wenn der Körper sich kräftefrei bewegt oder
wenn eine Kraft nur in radialer Richtung wirkt, d.h. wenn kein Drehmoment vorhanden ist, der Drehimpuls konstant bleibt.

Definition: Drehimpulserhaltungssatz XE "Drehimpuls:Drehimpulserhaltungssatz" 

In einem System von Massenpunkten, die nur gegenseitige Wechselwirkungskräfte,

  sog. innere Kräfte aufeinander ausüben, bleibt der Gesamtdrehimpuls dieser ist die

  vektorielle Summe der Einzeldrehimpulse konstant. 

  In einem abgeschlossenen System 
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z.B.: ( 1 ) Satellit im Weltraum

        ( 2 ) Projektil beim Gewehr (Felder und Züge)

Auch bei einem System von Massenpunkten ist das Gesamtdrehmoment gleich der Änderung des gesamten Drehimpulses pro Zeit
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Das Produkt 
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M

t

D

 heißt Drehmomentstoß  XE "Drehimpuls:Drehmomentstoß"  oder Antriebsmoment. Es ist gleich der erzielten Drehimpulsänderung:

Drehimpuls eines starren Körpers  XE "Drehimpuls:Drehimpuls eines starren Körpers" 
[image: image75.wmf]w
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Der starre Körper rotiert um eine feste Achse


Drehachse in Richtung einer Hauptträgheitsachse
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Der Drehimpuls bleibt in Richtung der Hauptträgheitsachse erhalten. 




Der Drehimpulsvektor 
[image: image45.wmf]r
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 fällt im allgemeinen nicht mit dem Vektor der Winkelgeschwindigkeit 
[image: image46.wmf]r
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 zusammen und ändert ständig seine Richtung.
Rotation um eine freie Achse

Körper können nicht nur um Achsen drehen, die in Lagern laufen (Schwungrad, Kurbelwelle) ; Geschosse drehen sich wegen der wendelförmigen Züge im Lauf um ihre Längs auch nachdem sie ihn verlassen haben, ein Diskus dreht sich im Flug um seine Figurenachse. Beide Körper behalten , wenn keine weiteren Drehmomente auf sie wirken, ihre Drehachse und deren Richtung wegen der Erhaltung des Drehimpulses bei. Man nennt derartige Achsen freie Achsen oder permanente Achsen und sich um freie Achsen drehende Körper Kreisel.
Beispiel: Kreiselkompaß

Grafik 4.10.:
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Stabile freie Achsen von sich schnell drehenden Körpern sind solche mit größten
und kleinsten Trägheitsmoment. Kräftefrei gelagerte Kreisel behalten die Richtung ihrer Drehachse unverändert bei und können deshalb als richtungsfestes Bezugssystem dienen.

Drehachse durch den Massenmittelpunkt





Freie Achsen sind stabil, wenn es sich um Haupträgheitsachsen mit Jmax (oder Jmin) handelt.

Trägheitskräfte in rotierenden Bezugssystem

Zentrifugalkraft  XE "Zentrifugalkraft"  und Zentripetalkraft  XE "Zentripetalkraft"  

Bei der gleichförmigen Kreisbewegung müssen Betrag und Richtung von v so gewählt werden, daß v den gleichen Betrag v wie v hat. Es gilt
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[image: image49.wmf]Definition: Zentripetalbeschleunigung XE "Zentripetalbeschleunigung" 

Bei einer gleichförmigen Kreisbewegung führt ein Massenpunkt eine Bewegung


mit der zum Kreismittelpunkt gerichteten Zentripetalbeschleunigung vom Betrag
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      aus.

Versuch:

Grafik 4.11.:

 [image: image51.png]E
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Nach dem Bild 4.11 steht ein Wagen der Masse m auf einer Bahn, die um die vertikale Achse in Rotation versetzt wird. Der Wagen bewegt sich zunächst auf der Tangente, entfernt sich also von der Drehachse. Hierbei verlängert sich der Kraftmesser, der über eine Schnur mit dem Wagen verbunden ist. Der gespannte Kraftmesser übt deshalb auf den Wagen eine zum Kreismittelpunkt M gerichtete Kraft aus, der Schwerpunkt S des Wagens beschreibt eine Kreisbahn. Wenn er zu einem Umlauf die Zeit T benötigt, 
beträgt die Bahngeschwindigkeit v=2SONDZEICHEN 112 \f "Symbol"r/T . Ersetzt man bei F=m*a die Beschleunigung mit der Zentripetalbeschleunigung erhält man die Zentripetalkraft:


Definition: Zentripetalkraft XE "Zentripetalkraft" 

Damit der Körper der Masse m bei der Geschwindigkeit vom Betrag v auf einem


Kreis mit dem Radius r gezwungen wird, muß am Körper eine zum 

Kreismittelpunkt gerichtete Zentripetalkraft vom Betrag





[image: image52.wmf]2

2

ZP

*

r

*

m

r

v

*

m

F

w

=

=



angreifen.

Die Zentrifugalkraft ist die Gegenkraft zur Zentripetalkraft. Daher gilt
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Beispiel( 1 ): Fliehkraftregler

 XE "Zentrifugalkraft:Fliehkraftregler" 
Grafik 4.12.:

[image: image54.png]



Der Fliehkraftregler oder Drehfrequenzregler besteht aus zwei schweren Kugeln. Versetzt man ihn in schnelle Rotation, so heben sich die Kugeln. Ein an der inneren Führung A angebrachtes Gestänge schließt dabei ein Dampfventil teilweise; die Dampfturbine und der von ihr angetriebene Regler werden langsamer, seine Kugeln senken sich ein wenig  und das Dampfventil wird etwas weiter geöffnet. So kann man die Drehfrequenz f  auf den gewünschten Bereich einregeln. Dann bildet die Stange der Länge l mit der Vertikalen den Winkel SONDZEICHEN 106 \f "Symbol". Die Stange hält die Kugeln durch die schräg nach oben von der Aufhängung aufgebrachte Kraft F. Da sich die Kugeln weder heben noch senken; muß die Kraft 
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 einen solchen Betrag haben, daß ihre vertikale Komponente 
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 der Gewichtskraft G der Kugeln das Gleichgewicht hält (
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 und G nicht mehr zu betrachten, wohl aber die zweite Komponente von 
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nämlich 
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. Sie bleibt von den äußeren Kräften, an den Kugeln angreifenden Kräften übrig und ist horizontal zum Mittelpunkt der Kreisbahn gerichtet, erteilt also die nötige Zentripetalkraft; deshalb wurde die horizontale Komponente von 
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 Es gilt:
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Beispiel( 2 ): Polabflachung XE "Zentrifugalkraft:Polabflachung" 





Corioliskraft






Grafik 4.13.:

Auf einer mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Scheibe Bild 4.13 befindet sich im Abstand r von der Drehachse ein punktförmig angenommener Körper mit der Masse m. Er besitzt also in bezug auf die Drehachse das Massenträgheitsmoment m*r2 und, da er die gleiche Winkelgeschwindigkeit wie die Scheibe hat, den Drehimpuls L=m*r2* SONDZEICHEN 119 \f "Symbol". Wird der Körper jetzt mit der Geschwindigkeit v in radialer Richtung reibungsfrei nach außen bewegt, so bemerkt der Beobachter, der sich mit der Scheibe mitdreht, daß der Körper gegen ihn zurückbleibt. Das liegt daran, daß wegen des Fehlens äußerer Kräfte der Drehimpuls L=m*r2*SONDZEICHEN 119 \f "Symbol"  konstant bleibt. Mit größer werdendem Abstand r von der Drehachse muß daher die Winkelgeschwindigkeit des Körpers abnehmen.

Der Beobachter der sich mit der Scheibe mitdreht, hat den Eindruck, daß auf den Körper eine Kraft wirkt, die ihn tangential entgegen der Drehrichtung "nach hinten" beschleunigt. Diese Kraft heißt nach ihrem Entdecker Corioliskraft. Sie läßt sich mit Hilfe des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses berechnen. r und SONDZEICHEN 119 \f "Symbol" hängen beide von der Zeit ab. Wir erhalten mit Hilfe der Produktregel:
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Wegen L=const. ist aber dL/dt=0. Außerdem ist dr/dt=vr, und rdSONDZEICHEN 119 \f "Symbol"/dt=rSONDZEICHEN 97 \f "Symbol"c ist die nach hinten auftretende Coriolisbeschleunigung. Damit ergibt sich für den Betrag der 

Corioliskraft Fc=m*2*vr*SONDZEICHEN 119 \f "Symbol".

Definition: Corioliskraft XE "Corioliskraft"  und Coriolisbeschleunigung XE "Coriolisbeschleunigung" 
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EINBETTEN Equation [image: image66.wmf]w
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