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1. GAUSS-ELIMINATION

Ziel ist die Entwicklung eines Programms zur Gauf-Elimination. Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem
mit n Unbekannten z1,...,z, und n Zeilen:

a1121 + a2z + ...+ a1z, = b
(21T1 + G22%2 + ... + AopnTy, = ba
Ap121 + 222 + ... + AppTn = bn
Darstellung in Matrix-Form:
Az =D
bzw. ausfiihrlicher:
aiq oo Qip T1 b1
anl  --- Qnn T, by,

A: Koeffizientenmatrix

b: rechte Seite

(A,b): erweiterte Koeflizientenmatrix; beim Programmieren schreibt man den Losungsvektor nicht.
x: Losungsvektor (auch: » Unbekanntenvektor«)

1.1. Verfahren der Gaufs-Elimination. Die Gauf-Elimination besteht aus zwei Etappen:

(1) Vorwérts-Elimination (bzw. einfach »Elimination«). Ziel ist hier, aus dem LGS ein Gleichungssystem
in oberer Dreiecksform herzustellen.

(1) C11T1 + C12T2 + ...+ CinTnp = C1
Co2X2 + ...+ Copnx, = Co
CpnTn = Cp

(2) Riickwérts-Substitution (bzw. einfach »Substitution«). Dazu 16st man das LGS 1 von unten nach oben
auf:

Cn

Ty = —

C’I'Ln
Wenn das LGS genau eine Losung besitzt, so wird hier nie durch 0 dividiert, was mathematisch
bewiesen werden kann. Dies wird spéater vorausgesetzt. x,, wird nun in die vorletzte Zeile eingesetzt,
und man 16st nach z,,_1 auf. z,, x,,_1 setzt man dann in die drittletzte Zeile ein und berechnet x, _»

usw.

Annahme: Das Gleichungssystem Az = b besitze genau eine Losung, d.i. einen Losungsvektor x. Dazu muss
A nichtsinguldr sein, d.h. per Definition es existiert A~!, d.h die Determinante der Koeffizientenmatrix muss
# 0 sein: det (A) # 0'. In der Praxis kénnen durch Rundungen kleiner Zahlen im Computer diese zu 0 werden.

Example 1. LGS mit Gauf-Elimination ohne Pivotsuche 16sen

Example.

(2) r1 —4xg — 223 = —2
(3) 221 — brg — 323 = —1
(4) —3x1 + 1lzg+Txs = 1

Das folgende Verfahren der Gauf-Elimination ohne Pivot-Suche kann zu Problemen aufgrund Division durch
0 fithren.
(1) Elimination.
e Die erste Zeile (Gleichung?2) bleibt erhalten.
e Die zweite Zeile (Gleichung 3) wird ersetzt durch Gleichung 2 minus 2-Gleichung 3.
e Die dritte Zeile (Geichung 4) wird ersetzt durch Gleichung 2 plus 3-Gleichung 4.

(5) Tr1 — 41’2 — 21‘3 = =2
(6) 3xot+x3 = 3
(7) —xro+x3 = =5

e Die erste und zweite Zeile (Gleichungen 5, 6) bleiben erhalten.

1Stoff der Vorlesung Mathematik 1.
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e Die dritte Zeile (Gleichung 7) wird ersetzt durch Gleichung 6 plus 3-7. Dadurch entsteht die
gesuchte obere Dreiecksform:

(8) Tr1 — 41’2 - 2£C3 = -2

(9) 3rg+x3 = 3
4

(10) grs = 4

(2) Substitution.
e Gleichung 10 liefert z3 = —3.
e Eingesetzt in Gleichung 9 erhélt man x5 = 2
e Beide Losungen setzt man in Gleichung 8 ein und erhalt z; = 0.

Verfahren der Gauf-Elimination ohne Pivot-Suche wie in Beispiel 1:

(11) a1121 + a1222 + ...+ a1nx, = by
(12)
(13) Ap121 + Ap2X2 + ..o + AppZyn = bn
(1) Erster Eliminationsschritt. Erzeuge Nullen in den Koeffizienten asy, ..., a,1: Multipliziere Gleichung

11 mit 22¢ und Subtrahiere a;1, i € [2,n] davon. Das funktioniert natiirlich nur, wenn a;; # 0 - dieses

wichtige 1]i:llement heifst deshalb Pivot (franz. fiir » Dreh- und Angelpunkt«). Als Ergebnis entsteht:

a1121 +a12x2 + ...+ a1, = b1
’ ’ /

A9oT2 + ...+ Ay, Tn = by

’ / /

poX2 + ...+ QppTn = b,

(2) Zweiter Eliminationsschritt. Man verwendet das Restgleichungssystem ab der zweiten Zeile als LGS
und wiederholt den ersten Eliminationsschritt. Dabei ist dann af, das Pivot-Element, denn man mul-

tipliziert die Zeilen ja mit —Z}“. Diese Schritte wiederholt man, bis die obere Dreiecksform erreicht
22
ist.
Definition 1. Pivot-Element
Definition. Die Elemente a;1, aby, a4, . . ., agﬁfl) heiflen Pivot-Elemente. Wenn ein Pivot-Element 0 ist, kann

der Gauf-Algorithmus in dieser Form ohne Pivot-Suche nicht durchgefiihrt werden - es miissen Spalten oder
Zeilen vertauscht werden, so dass man ein Pivot # 0 verwendet.

Wenn man weifs, dass das gegebene LGS eine eindeutige Losung hat, so gibt es ein stets Pivot-Element # 0.
Man wahlt dann stets das betragsgrofite Element als Pivot-Element, weil dann die Wahrscheinlichkeit, dass 0
durch Rundung im Rechner entsteht, am geringsten ist (»die Stabilitét des Verfahrens wird erhtht«), auch wird
die Genauigkeit gesteigert. Diese Spaltenpivot-Suche wird konsequenterweise erweitert zur Gesamtpivot-Suche:
man wahlt das grofte Element in der gesamten Koeffizienten-Restmatrix als Pivot. Bei der Spaltenvertauschung
wird gleichzeitig die Stellung der Unbekannten vertauscht, was bei Programmierung mit einem Array nicht
nachvollzogen werden kann. Man muss im Programm also gesondert » Buch fiihren«. Die Gesamtpivotsuche ist
das stabilste Verfahren - Rundungsfehler wirken sich i.A. nicht so negativ aus wie bei der Spaltenpivotsuchen;
sie dauert aber sehr lange, da n? Zahlen iiberpriift werden miissen (statt n Zahlen bei der Spaltenpivotsuche).
Deshalb wendet man bei zeitkritischen Anwendungen bei sehr grofen Gleichungssystemen die Spaltenpivotsu-
che an.

Example 2. Gauf-Eliminationsverfahren mit Spaltenpivot-Suche

Example.
1 2 3 1 7
3 1 —4 To | = 0
0o 7 2 T3 -3

Das grofite Element in einer Spalte heifst » Pivot« (franz. fiir » Drehpunkt, Angelpunkt«). In der ersten Spalte
ist das 3. Die Zeile, in der dieses Pivot vorkommt, speichert man mit der ersten Zeile und kommt zur erweiterten
Koeffizientenmatrix:
1 2 3 7 31 -4 0
31 -4 0 — | 1 2 3 7
0o 7 2 =3 07 2 =3
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Man multipliziert nun die zweite Zeile mit —% und ersetzt die zweite Zeile durch die Differenz der ersten
beiden, um Oen in der ersten Spalte unterhalb der ersten Zeile zu produtieren:

3 1 -4 0
o3 g 7
07 2 -3

Auf die sog. »Restmatrix« wendet man nun dasselbe Verfahren an, d.h. das Spaltenpivot sucht man immer
nur interhalb der Hauptdiagonalen:

5% TN_ (7 2 -3
702 -3 EE
Angewandt auf die ganze Matrix sieht das so aus:
31 -4 0 31 -4 0
o7 2 3|—0T7 2 =3
5 13 81 162
Jetzt ist die sog. Dreiecksform entstanden, womit die Eliminationsetappe beendet ist. Im Gleichungssystem:
3.’E1 + xo — 3.’E3 = 0
7582 + 2I3 = -3
81 162
2 = —=2
2177 21

Dann folgt als zweite Etappe die Riickwartssubstitution, von unten nach oben:
Ir3 = 2
in die zweite Zeile:
Tro+4=-3=1x9=-—1
in die erste Zeile:
321 —1-8=0=xz1=3

Example 3. Programm zur Gaufs-Elimination mit Spaltenpivot-Suche

Example. Dieses Programm ist fiir die Praxis nur eingeschriankt tauglich, da in der Praxis weit grofere Glei-
chungssysteme vorkommen. Mit der Spaltenpivot-Suche wird erreicht, dass das Programm stabiler wird: Fehler
vergrofsern sich weniger stark von selbst, das Programm stiirzt weniger oft ab. Es gibt auch wesentlich bessere
Verfahren zum Losen von Gleichungssystemen; sie basieren auf Iterationsverfahren mit einer Art Matrixmulti-
plikation, so dass auftretende Fehler selbstkorrigierend sind. Jedoch tritt auch dort eine gewisse Ungenauigkeit
aufgrund von Rundungen auf.

Datenstruktur: Man verwende ein hinreichend grofes Feld, das auch Verwaltungsinformationen aufneh-
men soll wegen der spéter zu realisierenden Gesamtpivot-Suche, wo Spalten vertauscht werden und deshalb
Unbekannte an andere Stellen kommen. Wir verwenden eine (n + 1) x (n + 2)-Matrix:

apo aopi N QAon bo
aio ai e A1n bl
Ano Api1 .. Gpp by

Die erweiterte Koeffizientenmatrix wird gespeichert in dem Teil a1y . . . b,, dieser Matrix. In der ersten Zeile und
ersten Spalte werden Verwaltungsinformationen gespeichert. Wird keine Pivot-Suche durchgefiihrt, so kann das
Programm aufgrund Division durch 0 abstiirzen. Bei Spaltenpivotsuche kann theoretisch keine Division durch
0 auftreten, wenn das Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist - jedoch kann durch Rundungen eine Zahl zu klein
und damit 0 werden. Deshalb verwendet man hier spéter die Spaltenpivotsuche.

Entwurf des Programms:

#include<stdio.h>
#include<math.h> //ggf. Compileroption -1lm
#define N 3 //Matrixgroesse, hier klein
double a[N+1] [N+2]; //erweiterte Koeffizientenmatrix
double x[N+1]; //Loesungsvektor

void read_a(void); //globale Variablen aus didaktischen Gruenden ...

void eliminate(void); //bildet die Dreiecksmatrix

void substitute(void); //Substitution

void spaltenpiv(int i); //i: Zeilennummer; aufgerufen von eliminate, vertauscht die Zeiler
void write_x(void);
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Elimination: Die erweiterte Koeffizientenmatrix mit den dazugehorigen Operationen zur Elimination ist unter
der Voraussetzung der Pivotisierung der ersten Zeile (ay; # 0):

a1 ai12 .. Q1p b1

azi
az1 a2 ... Q2 b “an I
An1 QAp2 ... Qpp bn |

ail

Dabei wird im Programm Z—”ﬁ mit der Variablen q bezeichnet, die Variable piv hat hier a;; als Inhalt. Die
Prozedur ist dann:

void eliminate(void) {
int 1i,j,k;
double piv,q;
for (i=1; i<=N; i++) { // i<N genuegt
// hier spdter spaltenpiv oder gesamtpiv aufrufen

spaltenpiv(i); // Pivot in Spalte i suchen; sorgt dafiir, dass in der Diagonalen garantiert

// z.Zt. ohne Pivotisierung programmiert
// i zaehlt die Eliminationsschritte
piv=alil [i];
for (j=i+1l; j<=N; j++) {
g=aljl [i]/piv;
for (k=i; k<=n; k++)
aljllk] -= alil [k]l*q;

}

Spaltenpivot-Suche fiir die i-te » Restmatrix«:

a1 b1
0 0 Qi Qi bz
0 0 ay;
0 0 Apg .. Qpn bn

Aufgabe der Prozedur Spaltenpivot: Suche in der i-ten Restmatrix a;; . . . b, das betragsgréfste Element a;; und
vertausche die j-te und i-te Zeile.

void spaltenpiv(int i) {
int z,s,maxz; //maxz ist Zeilenindex des betragsgroessten
//Elements der Spalte i
double t;
maxz=i;
//Maximumbestimmung:
for (z=i; z<=N; z++)
if (fabs(al[z]l[i]) > fabs(almaxz][i])) maxz=z;
//Vertausche Zeile maxz mit Zeile 1i:
for (s=i; s<=n+1; s++) {
//n+1, da auch die Elemente b vertauscht werdern muessen
t=ali] [s];
al[il [s]l=almaxz] [i];
a[maxz] [s]=t;

3

Die Prozedur substitution: Nach der Prozedur eliminate hat die Matrix die folgende Dreiecksform:
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a1+ ... +a1nTn :bl
ajjrj  +aijTiy +... +agarn =0b;
ApnTn = bn

Die Losungsbildung durch Substitution geschieht in zwei for-Schleifen:

void substitute(void) {

int j,k;

double t;

for (j=N; j>=1; j--) {
t=0.0;
// Summation
for (k=j+1; k<=N; k++)

t += alj] [k]l*x[k];

x[j1=(aljl [N+1]1-t)/aljl1[j];

}
Ausgabe des Losungsvektors fiir die Spaltenpivotsuche?®:
void write_x (void) {
int 1i;
for(i=1; i<=N; i++)
printf (" x%d=%15.6f",1i,x[i]);

printf("\n");

}

1.2. Gaufs-Eliminination mit Gesamtpivotsuche. Wir betrachten den i-ten Eliminationsschritt: Die erste
Zeile agyq - . - ag, beinhaltet den Index des Koeflizienten der jeweiligen Spalte. Zur Ausgabe muss man also mit
diesem Index vergleichen.

2. INTERPOLATION UND APPROXIMATION

2.1. Interpolation. Eine Funktion f (z) sei nur durch eine Wertetabelle gegeben, d.h. fiir einige Argumente
(sog. »Stiitzstellen«) xg,x1,...,2, seien (evtl. nur angendherte) Funktionswerte y; = f(x;), ¢ = 0,...,n
bekannt. Gesucht sei ein Funktionswert f(2), # # x;, i = 0,...n"°. Der Wert f () heift Zwischenwert oder
Interpolischer Wert.

Der Losungsweg heifst » Interpolation«. Das heifst: Man legt durch die Punkte der Wertetabelle eine Ersatz-
kurve g (z) (da die echte Kurve unbekannt ist) und berechnet g (%) anstelle f (Z). g (z) heifst Interpolations-
funktion. Die x; heiffen Stiitzstellen, die (z; | f (z;)) heifien Stiitzpunkte von f (x) und g (z). Merke: Die z;
seien paarweise verschieden.

Wie behandeln die folgenden Interpolationsfunktionen auf Basis von Polynomen

e Lagrange-Interpolation
e Newton-Interpolation
e Auch die Spline-Interpolation kann zur

2.2. Approximation. Hier kennt man eine Funktion genau (z.B. \/z), deren Werte man aber nicht belie-
big genau berechnen kann, da unendlich viele Dezimalstellen auftauchen. Man verwendet hier also auch zur
Annéherung eine Ersatzfunktion, kann hier aber meist auch den Fehler angeben, da die eigentlcihe Funktion
bekannt ist.

Problem: f(x) sei bekannt, aber nicht exakt berechenbar (wegen unendlich vielen Dezimalstellen, oder
zu hohem Aufwand; allein ein Funktionsname wie sinz ist noch kein Weg zur Berechnung ihrer Werte).
Beispiele: y = \/z, y = sinz, y = €. Gemeinsam mit der Interpolation ist, dass man eine Ersatzfuktion durch
Stiitzpunkte verwenden konnte, jedoch: man verwendet zur Losung anstelle f (z) eine einfach zu berechnende
Ersatzfunktion g (z). g (x) heift » Approximation(sfunktion)«, auch » Naherung(sfunktion)« von bzw. fiir f ().

Example 4. Approximation
°In der Hausaufgabe zu realisieren fiir die Gesamtpivotsuche.

3bei Interpolation ist & € [zo; zy], bei Extrapolation ist & # [zo;xn], trotz dass im Normalfall dasselbe Verfahren angewandt
wird.
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Example. f(z) = e” kann im Intervall [0; 1] durch g (z) = = + 7 + "Z—T +...+ ‘%3, approximiert werden, wenn
der Fehler hochstens 10710 betragen darf.

Wir behandeln:

e Taylor-Polynome
e Spline-Interpolation

2.3. Interpolation von Lagrange.
Definition 2. Einzigkeit und Existenz des Lagrange-Polynoms

Definition. Gegeben seien n + 1 Stiitzpunkte (zo,y0),- - ., (Zn, yn) (reell oder komplex). Dann gibt es genau
ein Polynom p (z) vom Grad < n mit y; =p(z;), i1 =0,...,n.

Beweis zu Definition 2.

Einzigkeit: Wir zeigen zunéchst, dass es hochstens ein Polynom geben kann. Angenommen, es gibt 2
verschiedene Polynome p (z) und ¢ () vom Grad < n mit y; = p (x;) = q(z;), i = 0,1,...,n. Daraus
folgt: p () — g (z) hat hochstens den Grad n, aber n + 1 Nullstellen an den z;, i = 0,1,...,n. Das ist
ein Widerspruch zum Fundamentalsatz der Algebra - es kénnen also héchstend beide Polynome gleich
sein, so dass ihre Differenz das Nullpolynom ist. Dieses ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra das
einzige Polynom, das unendlich viele Nullstellen hat.

Existenz: Nun zeigen wir dem Konstruktionsverfahren von Lagrange, dass es doch ein Polynom gibt.
Aus den z; kbnnen wir die Basispolynome konstruieren:

Lo(x): (x—l'l)(l}—xz)(l‘_xn)
(ko — 1) - (wo —x2) ... - (o — )
Ly (z) = (x—mo) - (x—z2) - (x—x3) ... (T —Tp)
(1‘1—330)-(%1 —$2)~(J)1 —1;3)..”.(371 _xn)
L; (z) = (x—mp) .. (@—xi1) - (@ —Tiq1) oo (T —p)
(i — o) o+ (i —@ima) - (T — @ig) - (2 — o)
Der Nenner wird dabei nicht 0, denn die z; sind alle verschieden und der Faktor (x; — ;) fehlt. Es
gilt:
Lo (w0) =1
Ly (z1) =1
L; (%) =1
und

|1 firi=j
Li(””ﬂ')_{ 0 fiirij

Das gesuchte Polynom ist

p(z) > viLi (x)
i=0

= yolo(z) +y1L1(2) + ...+ ynLy (v)
denn es hat die y; als Funktionswerte fiir ihre z;.

Example 5. Konstruktion eines Interpolationspolynoms nach Lagrange

Example. Gegeben sind

flzo)=f(-2) = 1
f(z1)=[(0) -1
flz)=f(1) = 2
flzs)=f@3) = 1

Esist alson =3 (i =0,...,3), der Grad des gesuchten Polynoms muss also (p (z)) < 3 sein. Konstruktion der
Basispolynome:
(x —21) (x — z2) (x — x3)

(zo — 21) (x0 — 22) (T0 — 3)

z(x—1)(x—3)

(=2) (=3) (=5)

3 —42? + 3z

-30

Lo(z) =
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(x —xg) (x — x2) (x — x3)

Lit@) = (21 — @) (21 — 22) (21 — @3)
_ (x4+2)(z—1)(z—3)
2(-1)(=3)
2322 -5z +6
B 6
_ (x —x0) (x — 1) (x — x3)
La(o) = (z2 — @o) (w2 — 1) (w2 — 23)
_ (z+2)z(z—3)
3-1-(—2)
3 — 2% — 62
= ————
_ (m—z0) (x —21) (x — 22)
La(@) = (r3 — x0) (3 — 21) (T3 — 22)
_ (z+2)z(z-1)
5-3-2
23 4+ 2% — 22
= ——
Dann ist das gesuchte Polynom:
pl) = 1-Lo(x)—1-Ly(x)+2-La(z)+1-Ls(x)
= —%x3+%x2+%m—1

Das Einsetzen der Polynome und Ausrechnen wurde hier ausgelassen.
Example 6. Konstruktion eines Interpolationspolynoms nach Lagrange

Example. Gegeben ist
fleo)=1(1) = —1

Dann ist n = 2, Grad (p(z)) < 2.

Lo (x) (wo - fl) (CUO - 362)
_ (x —2)(x—3)
(=1)(-2)
_ 22 —b5x+6
N 2
(x — x0) (x — w2)
L (x) (331 - Io) (1‘1 - 332)
_ (x—1)(x—3)
1-(=1)
_ 22 —4x+3
N —1
(x —x0) (x —m1)
= (:1:) (l”z - Io) (ZL’Q - 1‘1)
_ (x—1)(x—2)
2-1
_ 22 —3x 42
N 2

p(x) = —Lo () — L2 (z)
Die Lagrange-Interpolation kann sehr vorteilhaft bei mehrmals wiederholten Versuchen mit anderen Messwer-
ten y; an denselben x; angewandt werden, denn die Basispolynome L; () miissen nur einmal berechnet werden,
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erst bei der Konstruktion des gesuchten Polynoms p () werden die y; eingesetzt. Dies ist die typische Anwen-
dung der Lagrance-Interpolation.

Example 7. Interpolation durch ein konstantes Polynom

Example. Gegeben ist
flxo)=/f(1) =1
fl)=7(@2) =1
flz)=f@3) =1

Da hier die gleichen Stiitzstellen wie in Beispiel 6 gegeben sind, konnen die Lagrange-Basispolynome iiber-
nommen werden. Also:

p(xz) = yoLo(x)+y1L1(x)+ y2Lo(x)
22 —5x+6 22 —4z+3 22 —3x+2
= 1- +1- +1-
2 -1 2

2 5, 9 z? 3
= —_—— — 4 — —_—— = 1

B 233 +6—2°+4x -3+ 5 2x+
= 1

In einem solchen Fall, in dem alle y; = 1, ist stets p () = 1. Beweis: Das Polynom p () = Lo (z) + Ly (z) +
...+ L, (x) hat hochstens Grad n und ist nach Definition 2 eindeutig bestimmt. Andererseits ist ein ¢ (z) = 1
ebenfalls vom Grad < n und liefert die y; fiir alle x;. Daraus folgt: p (z) = ¢ ().

Definition 3. Interpolationspolynom

Definition. Unter dem Interpolationspolynom durch n + 1 Punkte wird stets das Polynom kleinsten Grades
(hochstens vom Grade n) durch diese Punkte verstanden.

Umsetzung in einen Algorithmus. Dazu muss das Lagrange-Verfahren zunéchst etwas umgeformt werden; ge-

geben seien (g, Yo) ;- - -, (Tn,yn). Dann sind die Lagrange-Basispolynome fiir i = 0,...,n
Li(z) = (x—x0) .. (x—mi1) (x—mig1) ... - (. —xp)
(.TZ*(E())((Elfl'z_l)(itlfxw,_l)(szl'n)
_ (x—xg) ...  (x—xp)
(LL'—{L‘Z‘)(QTZ‘—.’)30)-...'(.’)31‘—1'1;1)-(SL'i—,’EiJrl)-...'(l‘i—:L'n)
_ L(x)
(x—xi)(a:i—xo)-...~(xi—xi_l)-(mi—xiﬂ)-...-(xi—a:n)
= L(z) qi(x)
Damit gilt fiir das Interpolationspolynom p (z):
(14) p(x) = wolo(x) +y1L1 () + ...+ ynLn (z)
(15) = L) (Yoqo (z) +y1q1 () + ... + Ynan (7))
Aus Beispiel 7 wissen wir: sind alle y; = 1, so ist p (z) = 1:
1 = Lo(@)+Li(x)+...+ L, ()
=1 = L(@) (@) +aq @) +... .+ (2))
1
= L (z)

Qo (@) +aq () + ...+ gn ()
Durch Einsetzen in Gleichung 15 erhélt man folgende Darstellung des Interpolationspolynoms:
() = Y040 (@) + 191 (@) + - 4 Ynn (2)
@ (@) +aq () + ...+ gn ()

Umsetzung in einen Algorithmus:
/*

Berechne p(x) fuer einen x-Wert
N ist die Anzahl der Stuetzstellen
x[0] bis x[N-1] enthaelt die Stuetzstellen
y[0] bis y[N-1] enthaelt die Funktionswerte an den Stuetzstellen

*/

void lagrange (void) {
int 1i,j;
double q[N];
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double tmpdbl, zaehler =
for (i=0; i<n; i++) qlil
// Berechne alle q_i
for (i=0; i<n; i++) {

// Berechne ein q_i

// Aufwand: n-1 Subtraktionen, n-1 Multiplikationen, 1 Division

// nicht n aufgrund der if-Abfrage

tempdbl = 1.0;

for (j=0; j<m; j++) {

if (§ '= i) tmpdbl *= x[i]l - x[j];

0.0, nenner = 0.0;
=1.0;

}
tmpdbl *= (xneu - x[il);
qlil = 1 / tmpdbl;

}

// Berechne Zaehler und Nenner aus den q_i
// Aufwand fuer Nenner: n Additionen
// Aufwand fuer Zaehler: n Multiplikationen, n Additionen
for (i=0; i<n; i++) {
nenner += q[il;
zaehler += q[i] * y[il;
}

// Bilde Bruch und gebe p(xneu)aus
// Aufwand: eine Division
printf("\n\n\n");
for (i=0; i<m; i++)
printf ("x[%d]=%10.6f y[/dl=%10.6f\n", i, x[i], i, y[il);
printf ("\nInterpolation liefert fiir xneu=J;f den Wert ", xneu);
printf ("f (xneu)= %f\n\n", zaehler/nenner);
}

ungeféhrer Gesamtaufwand nach obiger Kommentierung:

e Teil » Berechne alle g; «
— n? Subtraktionen
— n? Multiplikationen
— n Divisionen
e Teil » Berechne Zéhler und Nenner aus den g; «
— 2n Additionen
— n Multiplikationen
— 1 Division
e Teil »Bilde Bruch und gebe p (z) aus«
— 1 Division
Gesamtaufwand nach Rechenarten:
e Additionen und Subtraktionen zusammen: n? + 2n
o Multiplikationen und Divisionen zusammen: n? + 2n + 1
Im Vergleich dazu betriagt der Gesamtaufwand fiir die Interpolation von Newton unter Verwendung des »Sche-
mas der dividierten Differenzen« (vgl. Kapitel 2.4.1) und des Horner-Schemas (vgl. Kapitel 2.4.2):
e Additionen und Subtraktionen zusammen: n? +n— 2
e Multiplikationen und Divisionen zusammen: % + 4§ — 1

Damit ist das Newton-Verfahren um mindestens 25% schneller.

2.4. Interpolation von Newton. Lagrange- und Newtonverfahren ermitteln das gleiche Polynom, jedoch in
unterschiedlicher Darstellung. Es gibt schlieflich nach Definition 2 nur ein Interpolationspolynom durch alle
Stiitzpunkte, das ermittelt werden kann! Gegeben sind wieder die Stiitzpunkte @Q; = (x;,¥;), ¢ = 0,1,...,n.
Die Newtondarstellung des Interpolationspolynoms ist dann:

(16) p(x)=by+b1(x—x0)+be(x—z0)(x—21)+ ...+ bp-(x—m0) (x—21) ... (T — Tp1)

Das Problem der Polynom-Interpolation wie die von Newton und Lagrange ist: durch mehr Stiitzpunkte
(mehr Genauigkeit innerhalb des Intervalls) wiichst der Grad des Polynoms, damit die Ausschlige des Polynoms
an den Intervall-Enden enorm, damit der Fehler in diesen Bereichen (vergleiche Abbildung 1). Dieses Problem
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gibt es bei der Spline-Interpolation nicht mehr, denn hier wird mit einer Folge von Polynomstiicken dritten
Grades interpoliert.

Definition 4. Moglichkeit der Newton-Darstellung

Definition. Es gibt genau ein System von Koeffizienten by b1, ..., b,, so dass fiir das Interpolationspolynom
p (z) die Darstellung in Gleichung 16 gilt. Vorausgesetzt wird hier eine feste Reihenfolge der @;, sonst dndert
sich auch die Reihenfolge der b; im System.

Beweis zu Definition 4.

Einzigkeit: Angenommen, es gibt eine zweite Darstellung

p(z) = by+b(z—z0)+by(x—z0)(x—21)+...+b, - (x—20) (T —21) .. (T — Tp1)

=0 = p()—p()
(bo+b1(x—z0)+ba(x—mg)(x—21)+...+ by (x—2g) (& —21) ... (T —Tp_1))
—(by + by (x —x0) + Vo (x —z0) (T —21) + ...+, - (x—w0) - (—21) ..o (T — Tp_1))

e Fiir x = z( ergibt sich:
Ozbo—b6<:>b0:b6

e Fiir x = z; ergibt sich:

0 = by—0by+ (b —b))(z1 — )
(b1 = b}) (21 — @0)
=0 = b -
Sb = b

e Dieser Beweis wird so durch vollsténdige Induktion bis ins Unendliche weitergefiihrt. Daraus folgt:
es gibt hochstens eine Darstellung nach Definition 4.
Existenz: Dass eine Darstellung nach Definition 4 existiert, wird hier bewiesen, indem ein Berechnungs-
schema fiir diese Darstellung (d.h. deren b;) angegeben wird. Man setzt dazu die Stiitzpunkte (x;,y;),
1 =0,1,...,n nacheinander in Gleichung 16 ein:
e Fiir z = z( ergibt sich:

y0:b0+0++0:>b0:y0
e Fiir x = x1 ergibt sich:

Y1 = b0+b1($1—$0)+0+...+0
=b =

und so weiter, bis alle b; bekannt sind.
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2.4.1. Schema der dividierten Differenzen. Obiges Berechnungsverfahren ist unpraktisch, besonders fiir die
Programmierung. Man verwendt daher folgendes »Schema der dividierten Differenzen«. Gegeben seien:

f(xo) = wo
f(@1) = w0
f(z2) = v
flzs) = wys

o Yo=bo \

Lol g =b N\
< Yo=Y 11
2 1 — J—
T Y1 N e = =2 N\
Y2—Yy1 / < y”fy" "
_ j— 3 2 — —
To—m, Y2 \ ta—wo Y3 = bs
/ ’ ’ / 1t 1"’
Ys—Y% __ I/ Ya —Ys _ ,(4), —
To Y2 AN p a—m — U3 N iz Y A= by
Ys=u2 _ o1 N vi=yy _ m Vs
T3—ao =Y3 Ty—my ~ J4
T < yf;—yé M /
3 U3 Ta—zo Y4
Ya—ys _ o/
Ta—zs Y4 /
Ty Y4 /!

Die Eintrége einer Spalte j (Spaltennummerierung beginnt mit 0) sind also von oben nach unten:

LD _ =D

I ,
J J _ y§.7)
Tj — Xo
(G—1) (G-1)
Ty~ )
Tjy1 — T I

In diesem Schema kann man mit geringem Rechenaufwand weitere (beliebige) Stiitzpunkte am Anfang oder
am Ende ergidnzen. Man kann auch ohne Rechenaufwand am Anfang oder am Ende Stiitzpunkte entfernen -
einfach die neuen b; an den gewohnten Positionen ablesen.

Example 8. Newton-Interpolation mit dem Schema der dividierten Differenzen

Example. Gegeben seien:

f@o)=f(0) = 4
fle)=fQ1) = 2
fle2)=f(2) = 3
flzs)=/f3) = 8
Schema:
Spalte 0 Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3
0 4 N\
% =N
1 2 < . S5 =3\
=1 S =N
/!
2 3 N\ 512 J/
-5 s
3 8

Also Darstellung des Interpolytionspolynoms nach Newton (nach Gleichung 16):
bo + b1 (x — x0) + ba (x — o) (x — x1) + b3 (x — x0) (x — 1) (x — x2)

p(z)
3 1
= 4—21:—!—5x(z—1)+6m(x—1)(:z:—2)
L 3

19
= §° +x276x+4

Diese Interpolation ist in Abbildung 1 dargestellt.
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2.4.2. Horner-Schema zur Berechnung eines interpolierten Wertes. Gegeben ist ein Interpolationspolynom in
Newtondarstellung

p(x) =bo+by (x —xo)+be(x —x0)(x—21)+...+bpor (@ —20) ... (@ — Zp2)+ by (. —x0) . ..- (T — Tp—1)

Was ist der interpolierte Funktionswert p () an der Stelle & # x;, ¢ = 0,1,...,n? Dies kann sehr schnell mit
dem tabellenartigen Horner-Schema berechnet werden, p (&) entsteht ganz unten rechts in diesem Schema:
b bn—l bn_g b2 bl bO
" + + + + +
b (8 —an-1) | by (B —wn_2) | | V5(Z—m2) | Wy (&—m1) | by (2~ o)
n—1 n—2 by by 0o =p(&)

Durch moglichst vollstéindiges Ausklammern im Interpolationspolynom wird bewiesen, dass dieses Horner-
Schema identisch ist mit der Auswertung des Interpolyationspolynoms, hier fiir n = 4:

p(x) = bo+bi(x—z0)+be(z—2x0)(x—21)+bs(x —x0) (x—21) (x —22) + by (x — x0) (x — 21) (x — 2) (x — x3)
= by+ (x —x0) (b1 + (x — x1) (ba + (x — 22) (b3 + (x — x3) by)))

Man erkennt die schrittweise Berechnung von b} von innen nach aufsen, identisch zum Horner-Schema:

by = by+ (z—x3)bs
by = bo+ (v —x2)bh
by = b+ (z—m21)b
p()=by = bo+ (x— )by

Example 9. Horner-Schema zur Berechnung eines interpolierten Wertes

Example. Was ist p (&), £ = 1,5 mit
pl)y=4—1@z-1)+1(z-1)(x—2)—1(z—1)(xz—2)(x—3)

Die Koeflizienten sind also by = 4, by = —1, bo = 1, b3 = —1. Horner-Schema:

. 1 ~1 4
- + +
(-1)(#-3)=1,5 | 2,5(2—2)=-1,25 | —2,25(&—1)=—1,125
2,5 —2,25 2,875 = p (&)

2.5. Potenzreihen. Sie werden angewandt fiir numerische Verfahren zur Approximation von sinx, cosz, e*
und anderen, auflerdem zur Berechnung von Integralen, Ableitungen, Differentialgleichungen usw. Sie werden
hier als Vorbereitung fiir » Taylorreihen« behandelt.

Definition 5. Potenzreihe

Definition. Sei a;, 1 = 0,1, ... eine reelle Zahlenfolge. Sei zy € R. Der Ausdruck
Zan(x—aco)n ::ao+a1(m—x0)+a2(x—x0)2+...

heifst Potenzreihe. Bezeichnungen:

xo: Entwicklungspunkt
an: Koeffizient
x: unabhangige Variable

Example 10. Potenzreihen

Example.

=1 1 1 1
Z;n—x—kl =5t (:c+1) 2'(x+1)

Entwicklungspunkt o = —1, beachte 0! := 1.

an”:0+1x+2x2+...
n=0
Entwicklungspunkt zg = 0.

Definition 6. Partialsumme
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Definition. s (z) := ZZ:O an (z — z0)" heilt k-te Partialsumme der Potenzteihe.
Definition 7. konvergente Potenzreihe

Definition. Eine Potenzreihe s () heifit konvergent fiir ein & € R, wenn der Grenzwert s () := limg_, o0 Sk ()
existiert. Die Menge aller = € R, fiir die die Potenzreihe konvergiert, heifst Konvergenzbereich der Potenzreihe.

Bemerkung: Fiir jede Potenzreihe gilt: Entweder ist sie fiir ihren Entwicklungspunkt xy konvergent oder es
gibt ein zu x( symmetrisches Intervall, in dem sie konvergiert, wihrend sie aufterhalb dieses Intervalls divergiert.
Genauer in Definition 8.

Definition 8. Moglichkeiten der Konvergenz einer Potenzreihe, Konvergenzradius

Definition. Fiir jede Potenzreihe Y ° a, (z — xo)" gilt genau eine der Aussagen:
(1) Die Potenzreihe konvergiert genau fiir © = ¢, d.h. fiir den Entwicklungspunkt.
(2) Die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € R
(3) es gibt eine Zahl r > 0 mit
e Die Potenzreihe ist fiir |x — x| < r konvergent.
e Die Potenzreihe ist fiir |z — xo| > r divergent.
e Die Potenzreihe ist fiir keinen, einen oder beide der Randpunkte xg — r, x¢ + r konvergent.

Dann heiRt r Konvergenzradius der Potenzreihe. Im Fall 1 ist r = 0, im Fall 2 ist r = oo, im Fall 3 ist r € R™T.

Definition 9. Ermitteln des Konvergenzradius r

Definition. Falls lim,,_, o % existiert, dann ist
1
r =
s an
L
Falls lim,, o, ¥/|ay| existiert, dann ist
1

B lim;, oo V/|an|

Ist einer der Grenzwerte 0, so ist r = oco. Ist einer der Grenzwerte oo, so ist r = 0.
Example 11. Ermitteln des Konvergenzradius r

Example. Gegeben ist folgende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt o = 0:
oo n .
D ot
2”
n=0

Ermittlung des Konvergenzradius durch einen Grenzwert der reellen Zahlenfolge a; = 2%

ne1 _ gmr _ntl 2"
an o 2ntl
a4l 1 a4l

N n  2n

1

2

1
T = T:2

lim,, 00 LZ“ 2

Wie verhélt sich die Potenzreihe fiir die Randpunkte des Konvergenzbereichs?

o Firz=21ist Y -, 2’@2" =3 on=0+1+2+3+..., also divergent.
o Firz=—-2ist >~ (& (=2)"=>,"on(-1)"=0-1+2—-3+..., also divergent.

Damit ist der Konvergenzbereich das offene Intervall (—2 | 2).
Definition 10. Leibnitz-Kriterium

Definition. Eine alternierende Reihe ist konvergent, wenn die Absolutbetrige der Reihenglieder monoton

fallen und gegen 0 gehen. Beispiel:

1+i-ty
23

Example 12. Ermittlung des Konvergenzradius r

+ ...

B~ =
o] =
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Example. Gegeben ist die folgende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt g = 0:
n=1 n

Ermittlung des Konvergenzradius durch einen Grenzwert der reellen Zahlenfolge a; = %

an+1 1 n_on 1
a, n+1 l_n—l—l_l—i—%
1
r=———=1
lim,, 00 agfl

Wie verhélt sich die Potenzreihe fiir die Randpunkte des Konvergenzbereichs?

e Firz=—1ist) jn =143 —%+41—++...ecine konvergente Alternierdende Reihe nach dem
Leibnitz-Kriterium (Definition 10).
e Firz=11ist >~ 17” =1+1+1+1+... eine harmonische Reihe und damit divergent.

Damit ist der Konvergenzbereich das halboffene Intervall [—1;1).
2.6. Approximation durch Taylor-Polynome.
Definition 11. Taylor-Polynom mit Entwicklungspunkt x

Definition. Sei f (x) n-mal differenzierbar in [a;b]. Sei z¢ € (a;b). Das Polynom

" " 5 (n) (g n
fi!O) fé!o)(xfxo) +...+7f ng O)(zf:co)

T, () := f(xo) + (x —xzo) +

heifst Taylor-Polynom mit Entwicklungspunkt zy. Merke: man entwickelt bei der Approximation iiber Taylor-
Polynome stets um solche xg, fiir die sich f (xq), f' (zo), f” (xo) usw. leicht berechnen lassen.

Definition 12. Satz {iber Taylor-Polynome

Definition. Es gilt T), (xo) = f (x0); T}, (x0) = [’ (z0); T (z0) = f) ()
Man kann also mit Taylor-Polynomen approximieren. Wie gut?

Definition 13. Satz von Taylor, Taylorformel

Definition. Sei f (z) (n + 1)-mal differenzierbar in [a; b]. Sei 2y € (a;b). Dann existiert zu jeden x € (a;b) ein
¢ zwischen z¢ und x mit (Taylorformel)

"(x (n) T (n+1)
! i!O) (x—x0)+...+7f nE 0) (x —20)" + 7f(n+1()§')

)TL—‘rl

f (@)= f(z0) +

(x — xo

Der letzte Summand heifit Lagrange-Restglied R, 1.
Definition 14. McLaurin-Formel

Definition. Wenn in der Taylor-Formel xy = 0 ist, dann heifit sie auch McLaurin-Formel

ro. L F0) oy fVE

fa) = f(zo) + = ol T (n+1)!

2.6.1. Anwendung der Taylorformel in der Fehlerabschdtzung.
Definition 15. Fehler bei Approximation mit der Taylorformel

Definition.
M n+1

(n+1)! (z = 0)

wobei M das grofite |f(”+1) (5){ mit & € [x; 2], d.h. fiir M ergébe sich der groftmogliche Fehler.

|f (@) = T ()] = |Rny (2,8)] <

Example 13. Approximation von sin x mit Taylorpolynomen
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Example. sinz ist beliebig oft und in jedem Intervall differenzierbar; es existieren also die Taylorpolynome
T, (z) fir jedes xo und beliebiges n = 0,1,2,.... Sei g = 0; dann sind die Werte der Ableitungen an dieser
Stelle:

f(x)=sinz = f(0)=0

ff(x)=sinz = f(0)=1

/" (z) =sinz = [f"(0)=0
" () =sinz = f"(0)=-1
f@(z)=sinz = fH0)=0
fO(z) =sinz = fO0)=1
fO () =sinz = fO@0)=0
fO(x)=sinz = fD(0)=-1

Damit ergibt sich das Taylorpolynom 7% (z) als Approximation von sinz zu

B 1 0 1 0 1 04 1.,
Tr (z) = O—i——x—i—gx —ym —&—Ex —|—5;v —|—@m R
_ 1 L g 15 17
outTat et At

Aufgrund sin® (0) = 0 ist Ty (z) = Tx (z). Aufgrund sin® (0) = 1 ist Ty (z) = Ty (x) + g2
Example 14. Wie gut ist die Approximation von sin 0,5 durch 7% (0,5)?

Example. Nach Definition 15 gilt:

Isin 0,5 — Ty (0, 5)]

F®© 8
0
(0,5)°

- 8!

~ 9.6-100%8 <1077
dabei wurde verwendet M = | f (®) (§)| =1, denn [sinz| < 1 und |cosz| < 1. Es treten also Abweichungen von
maximal £9, 6 - 1078 auf, wodurch die siebte Stelle auf 41 ungenau ist:

T7(0,5) = 0,479425 | 533...

Nun ist aber nach Beispiel 13 T3 (0,5) = T% (0,5) und damit der Fehler sogar nur maximal

(0,5°
9!

|sin0,5 — Tx (0,5)| < ~5,38-107°

Bemerkung: Bei der Approximation von sin « mit Taylorformel T;, (x) ist lim,,— o R,+1 = 0; die Approximation
wird also besser fiir grofkeres n.
Example 15. Approximation von e* mit Taylorpolynomen

Example. e” ist beliebig oft differenzierbar; der Entwicklungspunkt sei o = 0. Es ist f (z) = f'(z) = ... =
f@ (2), also auch £ (0) = £/ (0) =...= f™ (0) =1

e Taylorformel:

T .’1?2 3 "
Ta(@) =14+ 7 +3p+e+ o+ Bap
¢ :I/.n—i-l
Ry (z,8) =e m70<§<$

e Wie grof ist der Fehler bei dieser Approximation im Intervall [0;1]?

n+1 xn-l-l
@) = T @) = 1Rusa (2,6)] = ¢ <3<n+1>!

Fiir das Intervall € [0;1] bedeutet das |f (z) — T), ()] < (n+1),, z.B. firn =7 |f(z) —Tr (x)] <

3 <7,5-107°.
. !
e Wie groR muss nun n sein, damit |f (z) — T}, (z)| < 107°? Ansatz: (n%l), < 10719 Probieren liefert
3 3
=4,817...-1070 > 107" >3,4.... 107" = —
13! - - = 14l

Also kann e® mit Ty3 (z) =1+ + é—? +...+ gf—;? in z € [0;1] auf 1071 genau approximiert werden.
Fiir e” gilt fir jedes z: lim,_,o Ry4+1 = 0.
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2.7. Taylor-Reihen.

Definition 16. Taylor-Reihe

Definition. Sei f () beliebig oft differenzierbar in [a;b]. Sei z¢ € (a;b). Dann heifit
Z f E 0) (.13 _ xo)n
—

die Taylor-Reihe (auch: » Taylor-Entwicklung«) von f () um xy. Taylor-Reihen gehdren zu den Potenzreihen;
sie besitzen also einen Konvergenzradius.

Definition 17. McLaurin-Reihe
Definition. Fiir g = 0 heiftt die Taylor-Reihe auch McLaurin-Reihe:
Z F (o) o
n=0 n!
Problem: Die Taylor-Reihe stimmt im Fall der Konvergenz nicht immer mit f (z) {iberein. Gegeben sei zum
Beispiel die Funktion
1
) e flirz#0
f(x)_{ 0 firz=0
Die zugehdérige Taylor-Reihe ist jedoch fiir alle z konvergent gegen 0 und stellt daher nicht f (x) dar.
Definition 18. Taylor-Reihe als f ()
Definition. Sei f (z) auf [a;b] beliebig oft differenzierbar und sei o € (a;b). Die Taylor-Reihe von f (z) um
xg stellt genau dann f (z) in (a;b) dar, wenn fiir alle z € (a;b) gilt:
. T f(n+1) (f) n+l _
i By = i S0 (@ = 20)™ =0
Example 16. sinx als Taylor-Reihe

Example. Hier wird die Approximation von sin z durch Taylorpolynome aus Beispiel 13 ausgedriickt durch
eine Taylor-Reihe:

. R R o0 ) g2ntl
sing =2 — — + —
3! + 51 nz% 2n+1

fir x € R
Example 17. cosx als Taylor-Reihe

Example. f (z) = cosx, Entwicklungspunkt sei ¢ = 0. Approximation durch Taylorpolynome:

f(xr)=cosz = f(0)=1
f'(z)=—sinz = f(0)=0
f"(@)=—cosz = f"(0)=-1
/" (z) =sinz = f"(0)=0
f@(z) =cosz = f(4) (0) =
Das Taylorpolynom 7, (z) entspricht dann der Taylor-Reihe:
22 gt g6 g8 10

cosT = 1——+————|————+...

Example 18. e” als Taylor-Reihe

Example. f (z) = e, Entwicklungspunkt zo = 0. Es ist f(™ (z) = €® fiir n = 0,1,..., also f(™ (0) = 1. e*
als Taylor-Reihe ist daher:

2 3 x .n

x
_1+1|+—+§+ Z;Jﬁ’CBER
Der Funktionswert fiir z = 1, also e! = e nach der Taylor—Reihe ist eine Moglichkeit zur Berechnung von e:
REANRE I
‘= 1' 21 "3l
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Example 19. Inz als Taylor-Reihe

Example. Inz kann nicht um 0 entwickelt werden, da In 0 undefiniert ist. Man entwickelt stattdessen In (1 + z)
um xg = 0. Ableitungen und deren Funktionswerte fiir xg:

f@)=In(l+x) f()=1
fllo)y=0+2)""  f(0)=1
@) =(=)1+2)"2  f(0)=-1
@)= (=) (=2) (L+2) 7 f7(0) = (-1)(-2)
fP @) =EDE)E) A+ fD(0) = (1) (-2)(-3)

Taylorpolynom und Taylorreihe daher:

.22 2023 3l.g% (=) -1,
1n(1+x)—o+i— ot gt = Z#x
n=1
B i(_l)n+1 n
n=1 n
1‘2 1‘3 1‘4 £C5 $6
= -+ -+ -+

fiir € (—1;1] entsprechend dem Definitionsbereich von In (1 4+ z). Beachte: Hier startet die Taylor-Reihe bei
n =1, denn die Zahlenfolge vor " ist fiir n = 0 nicht definiert.

Definition 19. Binominalkoeffizienten

Definition.

(a) a-(a—1)-(@=2)-... (a—(n—1))

n - n!
mit o € R, n € N. Spezialfalle: < g ) =1, ( cl)z ) =qQ.

Fir m,n € Nund n > m ist ZL ) = 0 aufgrund des Faktors 0 im Z&hler. Beispiel:

5 75~4.3~2.1.070
6 ) 6! B

Example 20. Binomische Reihe: (1 + z)%, o € R als Taylor-Reihe

Example. Funktion (1 + z)“, a € R; Enwicklungspunkt zo = 0. Werte der Ableitungen fiir z:

F@=al+a)™ O =a
fr@=ala—) 1+ f0)=ala—1)
@) =ala—1)(@-2)1+2)*  f(0)=ala—1)(a—2)

Taylorpolynom:

-1 -1 -2
(14 z)” _1+1x+a(a2' )x2+a(a 3)|(a )x3—|—...

als Taylorreihe (sog. »binomische Reihe«) unter Verwendung von Definition 19:

(142)" = <g>+<?>$1+(g)x2+...

Spezialfille der binomischen Reihe:
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e Die binomische Formel: sei a = m, m € N:

1+2)™ = 3 (m>x”

denn ( T: > = 0 fiir n > m nach Definition 19.

=

L4 a:%,f(x):(lex)

Vitz=(1+z)

[SIE

fir z € [-1;1]

Vit

Il
M8
A~
3 Nl
~

gﬁ

n=0
1 1 1 9 1 3
— 2 2 2 2
= <O>+<1>z+(2)x +(3)x +...
1z 1-122 1-1-323 1-1-3-52%
= 14-—=—-———=++ - — —
21! 22 2l 23 3l 24 4!

2.8. Rechenregeln fiir Potenzreihen. Jede Potenzreihe konvergiert im Innern ihres Konvergenzradius ab-
solut, d.h. wenn Y > a, (x — z0)" fiir ein = konvergiert, so konvergiert auch >~ |a, (z — xo)"|. Jede Po-
tenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzradius eine stetige Funktion f (z) dar und ist im Innern ihres
Konvergenzradius die Taylorreihe dieser Funktion f (z).

Definition 20. Produkt von zwei Potenzreihen

Definition.

mit

(o) (S = (£e)

n
Cn = aObn + albn—l + CLan—l +...+ anbO = Z akbl—k

k=0

Zur Verdeutlichung einmal ausmultipliziert per Hand:

n=0 n=0

<Z anx”> <Z bn:c") = ((ZOZL’O +arxt +asz® + .. ) (boxo + bt + by + .. )

= agboxo + aphrz' + agng2 + arboz! + a1b1 2% + ajbo®
+asboz? + asbiz?® + agbox® + ...

= (aobo) z° + (agby + arby) ' + (aghbs + a1by + azby) 2
4 (arby + aghy +...) x> + (agby 4+ ... ) 2t 4 ...

= coxo + clxl + 62x2 + 033:3 + 041‘4 4+ ...

o
— § Cnxn
n=0

Wichtig: Potenzreihen sind Summen mit unendlich vielen Summanden; hier wurden nur drei beriicksichtigt,
deshalb enstanden nicht die vollstédndigen cs, c4.
Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt darf man:

e summandenweise differenzieren, Kongruenzradius bleibt erhalten

e summandenweise integrieren, Kongruenzradius bleibt erhalten

e summandenweise addieren und subtrahieren, der kleinere wird zum neuen Kongruenzradius.
e multiplizieren bei gleichem x, der kleinere wird zum neuen Kongruenzradius:

¢, wie in Definition 20

(o) (o) = ()

Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zy = 0 darf man:
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e summandenweise mit einer Konstanten oder x gliederweise multiplizieren

e summandenweise durch z dividieren, sofern es danach gekiirzt werden kann

e die Variable x durch einen Ausdruck mit einer neuen Variable ersetzen, sofern wieder eine Potenzreihe
entsteht

Example 21. Rechnen mit Potenzreihen

Example.

. 23 2 x?
rsmr = xz|lxr——+———+...

4 6 8
x T T
/ffSinxdff = /:vQ——+———+...

e Gesucht ist eine Taylor-Reihe (auch: »Fehler-Reihe«) fiir arcsinz = [ ﬁdl’. Die Entwicklung
erfolgt in mehreren Schritten:
— Aus Beispie 20 wissen wir:

ﬂl_—x 2( _n% )(1)%”
() e

1 o 1 x2n+1
- dr = 2 -1 n
/mx Zo(n>( e
So hat man also ein Rechenverfahren fiir eine Funktion gefunden, die man nicht kennt?.

Example 22. Rechnen mit Potenzreihen: Die Eulersche Formel

Example.

2?2 a3

- T
e —1+F+§+§+
Nun ersetzt man x durch iz bzw. —iz und erhélt dadurch die beiden Potenzreihen Gleichungen 17 und 18

(i =+/-1):

. . \2 . \3
(17) B . ) L)
N 1! 2! 3!
. . \2 .3
e iz (ix) (iz)
(18) e = 1—ﬂ+ 2' - 3' + ...
Addiere Gleichungen 17 und 18:
o i (iz)* | (iz)*
1T 1T —
e +e = 242 51 + 2 1 + ..
B (iz)>  (iz)*
= 2 (1 + 51 + 1 +
eiz +e*iz 7 ) I’Q IZ’4 IIZ’G B
@# = 7§+Efa+—cosx

41n einer Klausur kénnte z.B. eine Aufgabe sein, eien Berechnungsformel fiir 7 zu ermitteln.



22 MATTHIAS ANSORG

. 2 a 6 L . . .
denn (sinz) =1— % 4 % — &r + ... =cosz. Der Cosinus ist also die Summe zweier komplexer Reihen!
eiz + efix
(19) cosz = —— | ()
2
= —sinz = i(ze —ie"")
eiz _ e—im
& isine = i
2
o eia: _ e—iw
(20) Sisine =

2

Diese beiden Formeln sind mathematisch sehr interessant und in der Praxis auferordentlich wichtig, ndmlich
bei Fourier-Reihen, angewandt z.B. in der Datenkompression und Bildberarbeitung zur Verbesserung schlechter
Bilder. Bei der Computertomographie ist z.B. aus einem einzigen Rontgenbild mit Fourier-Transformationen
bzw. deren Weiterentwicklung »Wavelets« jede beliebige Eindringtiefe sichtbar zu machen. Seit 2000 ist es
aufgrund hochleistungsfiahiger Hard- und Software moglich, mit einem Magnetresonanztomographen auch be-
wegte Korperteile wie ein Herz sichtbar zu machen. Addition und Subtraktion der Gleichungen 19 und 20
liefert die Eulersche Formel:

67,3? + e—wc eZ:C _ 6—133

(21) cosx +1-sinx = 5 + 5 — ¢l
i —ix ir _ ,—ix )
(22) cosx —1-sinx = ¢ +26 ¢ 26 = e

Damit konnen komplexe Zahlen in der Form cosx + isinx dargestellt werden, aber dquivalent in der Form
emﬁ

2.9. Spline-Interpolation. Hier wird nur die kubische (auch: »natiirliche«) Spline-Interpolation behandelt.
Die Methode wurde entwickelt von Schoenberg 1946, die physikalische Bedeutung fand erst Holladay 1956 in
Parallelen in der Natur. Angewandt wird sie heute im Flugzeugbau, im Schiffsbau und in der Autoproduktion
(sog. »Methode der finiten Elemente«). Bei der Spline-Interpolation ist die Interpolationsfunktion eine Folge
von Polynomstiicken 3. Grades (also i.d.R. mit einem Wendepunkt!), die in den Stiitzstellen in den ersten
beiden Ableitungen {ibereinstimmen. Dadurch ist Stetigkeit und einheitliches Kriimmungsverhalten in den
Stiitzstellen gewéhrleistet. Historische Bemerkung: Bereits die Wikinger nutzten eine »Spline-Interpolation«
im Schiffsbau: Zur Festlegung des gerundeten Schiffsgrundrisses konnten keine geraden Bretter verwendet
werden, sondern man verwendete eine biegsame Straklatte (engl. spline), die man beweglich gelagert zwischen
Punktes des Schiffsrumpfes spannte. An den Ecken schauen die Straklatten als Geraden heraus, und sind
damit genau die Splines Schoenbergs, wie von Holladay erkannt. Heute verwendet man eine verallgemeinerte
Form der Splines fiir mehr als zwei Dimensionen, die Finiten Elementes (z.B. fiir Karosseriebau bei Autos,
Fligzeugbau, den Ubergang beim Schleifrand von kombinierten Lese- / Fernbrillen, bei Strémungen usw.).

Definition 21. kubischer Spline

Definition. Gegeben seien (n + 1) Punkte Q; = (z;,y;) ¢ = 0,1,...,n mit g < 1 < 22 < ... < Ty, - €8
diirfen also keine 2 Punkte iibereinander liegen. Ein kubischer Spline (auch: »natiirlicher Spline«, weil er durch
die Straklatte in der natur vorkommt - es gibt aber auch andere Splines mit anderen Bedingungen fiir die
Ableitungen; vgl. Abbildung 2) ist eine Abbildung S : [7o;z,] — RS die auf jedem Teilintervall [z;;x;11],
1=20,1,...,n — 1 mit einem kubischen Polynom

pi(x):aix3+bi12+cix+di; 1=0,1,....,n—1

iibereinstimmt, wobei fiir die n Polynome gelten muss:
(1)
pie) =y i=0,1,...,n—1
pi (Tiv1) =vir1;1=0,1,...,n—1
Pi (Tit1) = Piyy (@i41)5 9=0,1,n 2
Py (@ip1) = piy (@) i =0,1,n — 2

5Diese Tatsache wurde in der Veranstaltung Mathematik 1 verwendet und konnte hier nun bewiesen werden.
6Hier wurden also nur Grund- und Bildmenge der Abb_ldung angegeben.
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Q,

Q4

Qs

ABBILDUNG 2. Spline-Interpolation mit 4 Punkten @1, ..., Q4

(5) Und die sog. »natiirliche Randbedingung«, auch » Bedingung der freien Enden« - an den Enden laufen
die Splines als Geraden weiter entsprechend der Straklatte des Schiffsbaus:

po (z0) =0
Pp1(2n) =0
Definition 22. Existenz der Polynome der Spline-Interpolation
Definition. Die Polynome p; (z), i =0,1,...,n — 1 existieren und sind eindeutig bestimmt. (ohne Beweis)
Achtung: Hier werden die p; (x) in der folgenden Form berechnet’:
(23) pi (x) :ai(x—xi)?’—l—bi(Jc—xi)2—|—ci(x—xi)—|—di; 1=0,1,....n—1
Man setzt:
Az, =z —x; ;3 i=0,1,...,n—1

Ay, =yir1—y; ;3 1=01,....n—1
Ay; Ay, .
ri=3( Y _ Y 1) S i=1,2.. .n—1

Al‘i Al‘i_l
Dann gilt fiir die Koeflizienten der Spline-Polynome in der Form von Gleichung 23:
(24) AZEZ bz+2(A$z+A{I}l+1)bZ+1 +A$i+1 'bi+2 = Ti+15 i:O,l,...,n—Q
(25) bp=b, = 0
Ay, 1
(26) ci:Azifg(b¢+1+2bi)Aa:,;;i:(),l,...,nfl
biy1 —b; .
27 i=———;1=0,...,n—1
( ) “ 3- A.Z‘i ’ "
(28) di=vy;1=0,1,...,n—1
Das lineare Gleichungssystem Gleichungen 24 und 25 16se man nun nach by, ..., b,_1 auf. Dieses Gleichungs-

system hat eine sehr einfache Gestalt, die Koeffizientenmatrix A® ist néimlich eine Tridiagonalmatrix (Haupt-
diagonale und ihre unmittelbaren Parallelen). Deshalb berechnet man die Splines in der Form von Gleichung
23. Gestalt des Gleichungssystems:

(29)
A.Il 2 (ALEl + Al’g) AIEQ 0 0 0
A 0 A.’EQ 2 (A.’EQ + Al’g) AZL’g 0 0
0 0 0 AI"_3 2 (A.In_3 + AlEn_Q) Al‘n_g
0 0 0 0 A(En,g, 2 (A.’Em,Q + A.’ﬂnfl)
by
b= :
bnfl

"Die Werte der Koefizienten ai,b;,ci,d; sind also trotz gleicher Bezeichnung nicht identisch mit denen aus Definition 21!
8Eine Koeffizientenmatrix enthilt die Gleichungen als Zeilen, in jeder Spalte die Werte fiir einen Koeffizienten in der Reihenfolge
bi,...,bp—1.
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T1

=
Il

Tn—1
Ab =7 = by, ba,...,by_1; (bg = by, = 0)
Example 23. Bestimmung von Spline-Polynomen

Example. Gegeben sind folgende Punkte, zwischen denen durch Splines interpoliert werden soll:

(o [yo) = (=2]1)
(1 fy) = (=1[-1)
(w2 [y2) = (0]1)
(3 lys) = (1]-1)
(Ta[ys) = (2]1)

Damit ist n = 4. Gesucht sind nun noch die Koeflizienten der Spline-Polynome nach Gleichung 23. Es gilt
stets by = b, = 0, also by = by = 0. Zur Bestimmung von by, bs, b3 muss folgendes lineare Gleichungssystem
(Tridiagonalmatrix nach Gleichung 29) gelost werden:

Ab = F
4 1 0 b1 12
54 1 4 1 by = —12
0 1 4 b3 12
1 0 0 by 3—70
<1 01 0 by = —%
0 0 1 b3 3—70
Also ist bg = 0, by = 3—70, by = —%, by = %, by = 0. Berechnung der weiteren Koeflizienten nach den
Gleichungen 26, 27, 28:
24 6 0
Co = ——,C1 = —,Co = Cq = ——
0 7 , €1 7> 2 » C3 7
10 22 22 10
ap=—,a1=——,09 = —,03 = ——
0 7 y W1 7 y U2 7 s W3 7

do=1,d1 = —1,dp=1,d3 = —1,dy = 1

Damit sind die gesuchten Spline-Polynome:

10 24
o (@)= (r+2)° = = (@+2) +1
22 30 6
pl(x):77(x+1)3+7(z+1)2+?(1’+1)71
22
po (x) = 7:53 - ?:ﬁ +1
1
ps@) == @1+ 2 (=1 -2 (- 1) -1
Programm zur Lésung der Tridiagonalmatriz A. Sei n = 6. Man weif also by = bg = 0. Die restlichen
bi,...,bs bestimmt man mit dem Gaufs-Algorithmus, ausgehend von folgender Tridiagonalmatrix entsprechend
Gleichung 29°:
z[1]  dx[1] 0 0 0 b1 r[1]
de 1] z[2] dx]2] 0 0 bo (2]
0 dx[2] =z[3] dz][3] 0 bs | =1 r[3]
0 0 dx[3] =z[4] dx[4] by 7 [4]
0 0 0 dx[4] =zI[5] bs 7 [5]
Bei den folgenden Berechnungen bleibt die erste Zeile unveréndert, in allen anderen Zeilen i = 2,...,n — 1
wird genau z [i] und r [i] gedindert. Die Vorschrift dazu ist (Zeile 7):
, . dxli—1] .
!
V=i-—g—g G-

9Zur Darstellungsform dieses LGS vergleiche Kapitel 1.
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Also:
_ dz [1]
z[2] = z[2]- 1] -dx [1]
_ de [1]
PRl = rl- Sl
g dz[2]
z[3] = z][3 7 dzx [2]
_ dz [2]
rBl = rBl- Tl
Als Algorithmus:
for (i=2; i<=n-1; ++i) {
z[il= z[i]-dx[i-1]1/z[i-1]*dx[i-1];
rlil= rlil-dx[i-11/z[i-1]1* r[i-1];
}
Es ensteht nun fast die obere Dreiecksform:
z[1] dz[1] 0 0 0 b1 r[1]
0 z[2] dx[2] 0 0 ba r (2]
0 0 z[3]  dz[3] 0 bs | =1 r[3]
0 0 0 z[4] dx[4] by 7 [4]
0 0 0 0 z [5] by 7 [5]

=TT em
_ r[4]—dz[4]-b[5]
P = 1)
 r[B—dz[3) b4
el B
r[2] —dx (2] - b[3]
b[2] 2
(1] de[1)-b[2)
b[1] 0
Und als Algorithmus:
b[0]=0;
b[n]=0;

for (i=n-1; i>=1; --i)
bli] = (r[i] - dx[i] * bli+1]) / z[il;

3. AUSGLEICHSRECHNUNG

Sogenannte » Methode der kleinsten Quadrate«. Problem: Gegeben seien n Messpunkte (z1 | y1), ..., (Zn | Yn)-
Jede Messung habe einen zufélligen Fehler. Der Typ der gesuchten Funktion sei bekannt. Wie findet man eine
»geeignete« Funktion? (Situationsskizzen vergleiche Abbildungen 3, 4)

Definition 23. Fehler

Definition. Die wahren, unbekannten Funktionswerte seien §; = f (z;). Die gemessenen Werte seien y;. Dann
heiftt y; — g; Fehler.

Definition 24. Methode der kleinsten (Fehler-)Quadrate

Definition. Von Gauss stammt folgender Losungsvorschlag fiir das oben dargestellte Problem, eine geeignete
Funktion zu einer fehlerbehafteten Messwertreihe zu finden: Bestimme f (x) so, dass die Fehlerquadratsumme

n

Z (v — )’

=1

minimal wird.
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Gesuchter Funktionstyp:
Gerade
y=ax+b °

0
ABBILDUNG 3. Ausgleichsgerade bei einer Messwertreihe
Gesuchter Funktionstyp: ®
Parabel 2. Ordnung
y=axz+bx+c o/ o
0

ABBILDUNG 4. Ausgleichsparabel 2. Ordnung bei einer Messwertreihe

3.1. Lineare Regression (Ausgleichsgerade, Regressionsgerade). Gesucht: y = ax + b. Der Fehler
betragt: y; — 9; = y; — f (x), = yi — ax; — b. Die sog. Fehlerquadratsumme ist fiir diesen Fall in Abhéngigkeit
von den gesuchten Koeffizienten der Geradengleichung a, b:

n

Q(a,b) =Y (yi — ax; — b)?

i=1
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Gibt es nun ein Minimum dieser Fehlerquadratsumme? @) ist eine Funktion von zwei unabhéngigen Variablen

a, b. An der Stelle des gesuchten Minimums miissen ihre beiden partiellen Ableitungen 0 sein'’:

QR
Ba 0
& Z 2(y; —ax; —b)(—z;) = 0

i=1

<:>2<—Z$iyi+zal‘?+2bl‘i> = 0
=1 1=1 1=1
(30) @aznjff‘i‘bi:l‘z = Zn:xiyi
=1 =1 =1
oQ
b
&> 2(yi—az;—b)(-1) = 0
& 2 (—Zyi—&—Zaxi—i—Zb) =0
i=1 =1 i=1

(31) ©ai$i+nb = zn:yl
i=1

i=1

Example 24. Lineare Regression mit n =9

—4 —3,9 16 15,6
-3 —3,1 9 9,3
—2 —2,2 4 4,4
—1 —1,2 1 1,2
Example. 0 0,2 0 0
1 1,1 1 1,1
2 1,8 4 3,6
3 3,1 9 9,3
4 3,7 16 14,8
Sai=0]>y=-05|>a?=53]> zy; = 59,3

Nach den Gleichungen 30, 31 muss fiir die Koeffizienten der Gerade a, b gelten:

a-60+b-0 = 59,3
a-0+b-9 = —0,5
=a=0,9883 A b=-0,05

Die gesuchte Gleichung der Ausgleichsgeraden ist also y = 0, 9883z — 0, 05.
Definition 25. Existenz der Ausgleichsgeraden, Cramesche Regel

Definition. Es gibt genau eine Gerade y = ax + b. a und b werden durch das aus den Gleichungen 30 und
31 gebildete Gleichungssystem geliefert. Die Fehlerquadratsumme @ (a,b) wird fiir diese Losung fiir ¢ und b
minimal. Die allgemeine Losung dieses (2, 2)-LGS heiflt » Cramesche Regel«:

(32) oo Cawn = (Sy) (S

,_ (23) (Cy) — (T o) (Caw)

33
(%) (Cat)n— (L z)’

10Dje Gleichungen 30 und 31 sind wichtig in der Klausur.
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Beweis zu Definition 25. Der Beweis besteht aus zwei Teilen:

(1) Beweis, dass die Cramesche Regel tatséchlich eine eindeutige Losung fiir a und b liefert, d.h. dass der

(identische) Nenner der Gleichungen 32 und 33 ungleich 0 ist. Vorbemerkung: In Gleichung 34 wird

verwendet Zn“ =7, d.h. der »Mittelwert« der z;.

(S~ () = () - 5
(31) = n(Xat 7))
(Zz?—52x1+(—52xi+52xi))
— 0Lt )
- n(Zx?—2mei+n52)

= TrZ(:E?—Qxﬁ-l—#)
1

= N

K2

(jS —E)Q >0

E

I

N
M-

1=1

An Gleichung 35 kann man erkennen: der Nenner in der Cramerschen Regel ist positiv, wenn mindestens
zwei verschiedene x; gegeben sind, so dass also x; # T < x; — T #* 0. Damit ist bewiesen, dass es genau
eine Losung fiir ¢ und b gibt.

(2) Beweis, dass (a,b) tatsdchlich Minimum der Fehlerquadratsummenfunktion @ ist. Dazu muss fiir die
Diskriminante von Q gelten'':

A (av b) = Qaabe - Q?Lb ; 0

Mit
Qo = 2->  (~yiwi + ax] + bx;)
= Qaa = 2 27 >0
Qp = Q'Z(*yi+axi+b)
= Quw = 2.21:2n>0
Qar = Q'Z:Ei
gilt

Aa,b) = (22@2) (2@-(22@)2
(0t - () ) >0

Also hat @ bei (a,b) einen Extremwert, und zwar ein Minimum, da Q,, > 0.

3.2. Ausgleichsparabel. Es miissen n > 3 Messwerte gegeben sein. Die gesuchte Parabelgleichung lautet
y = ax? +bx + c. Fiir den Fehler gilt: y; — §; = y; — ax? — bx; — c. Damit ist die Fehlerquadratsummenfunktion:

n

N (a,b,c) := Z (yi — ax? — bz; — 0)2

=1

Hzur Bestimmung des Minimums einer Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen vgl. die Vorlesung Mathematik 2.
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Die Koeffizienten a, b, ¢ der Parabel miissen nun so bestimmt werden, dass N (a, b, ¢) minimal wird

Bestimmung des Minimums von N:

(36)

(37)

(38)

oN
da

= 22 (yi — ax? — br; — c) (—xf)
i=1

:aix?—l—bix?—l—cix?
i=1 i=1 i=1

oN

ob
n

= 22 (yi — ax? — bx; — c) (—x;)
i=1

= azgtf —|—wa? —l—czgci

i=1 i=1 i=1
ON
Oc

= 22 (yi — ax? —bx; — c) (-1)
i=1

n n
:aZx?—l—bei—i—cn
i=1 i=1

- VORLMOD MATHES -

n
D v
i=1

Die Gleichungen 36, 37, 38 bilden ein Gleichungssystem, aus dem man a, b, ¢ bestimmen kann.

4. FOURIER-REIHEN

29

. Also

Benannt nach Jean Baptist Fourier (1768 - 1830). Es geht um die Darstellung und Approximation periodi-
scher Funktionen durch Summen (d.h. Uberlagerungen) von harmonischen Schwingungen.

Definition 26. harmonische Schwingung

Definition.

Asin 27 ft + ¢)

2w
Asin [ —t
sin ( T —|—gp)

= Asin(wt+ @)

<
I

mit ¢ € R heifit harmonische Schwingung (vgl. Abbildung 5'?)

A: Amplitude

f+ Frequenz, d.h. Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit

: Phase

|

T := 1: Periode, d.h. Dauer einer Schwingung
w:=

Sl

= 27 f: Kreisfrequenz

Definition 27. Zerlegung und Zusammenfassung harmonischer Schwingungen

Definition. Jede harmonische Schwingung ist als Summe einer Cosinus- und einer Sinusfunktion darstellbar,
die beide die gleiche Frequenz und die Phase ¢ = 0 haben:

Zerlegung:

y = Asin(wt+ p)

= Asing - cos (wt) + Acos - sin (wt)

= A cos(wt) + Agsin (wt)

12Bemerkung: Zur Darstellung periodischer Funktionen werden zwei Diagrammarten verwendet, die man auseinanderhalten

muss:

das y/t-Diagramm gibt den Verlauf der Auslenkung (»Elongation«) eines einzigen schwingenden Punktes im Verlauf der Zeit ¢

an.

e das y/z-Diagramm zeigt eine Momentanaufnahme aller schwingenden Punkte zu einem Zeitpunkt ¢.
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A

y

ABBILDUNG 5. harmonische Schwingung

Zusammenfassung: Ansatz:

Aj cos (wt) + Ag sin (wt)

Asing - cos (wt) + A cos p - sin (wt)
Asin (wt + )

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man als Ansatz fiir die Berechnung von A, ¢:

A =Asinp N Ay = Acosp

e Berechnung von A:

= AT+ A3 =
(39) s A =

e Berechnung von ¢:
Ay
: J—
A

=@

Da tanp = tan(p+m), ist 0 < ¢
richtige ¢? Vgl. dazu Abbildung 6.

Niitzliche Formel:

<

A%sin? ¢ + A% cos? o = A2

\/ A2 + A2

27 nicht eindeutig zu ermitteln. Wie findet man nun das

(40) —Asin (wt + ) = Asin (wt + p + 7)
Graphische Bedeutung siche Abbildung 7. Beweis zu Gleichung 40:

—Asin (wt + @)

Asin (w (t—!— %) +30>
. (27 T
Asin (T (t—i— 5) +<,0>

2
Asin (%t—i—w-l—so)

Asin (wt + 7+ )

Definition 28. Dirirchlet-Typ; rechtsseitiger und linksseitiger Limes

Definition. Sei g (¢), t € R eine Funktion mit Periode T, d.h. g (t +7T) = g (¢) fir t € R. ¢ (¢) heift von
Dirichlet-Typ (kurz »D-Typ«), wenn das Intervall [0; T] eine endliche Zerlegung 0 =t < t; <ty < ... <t, =
T besitzt, so dass gilt: Auf jedem offenen Teilintervall (¢;;¢,41), ¢ =0,1,...,n—11ist g (¢) stetig und monoton.
Bemerkung: ¢ (¢) muss an den ¢; selbst nicht stetig und monoton sein, d.h.g (¢;) und der rechtsseitige Limes

g(t; +0) ::}Lii%g(ti_‘_h)’ h>0

und der linksseitige Limes

g(ti—0) ::}llin%]g(ti_h)v h>0

koénnen verschieden sein.
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y B A y
¥,= arctan A,
Afl------ .
Yo X L7 A|2 X
AL20,A,>0: A, AS0AS0 TN
? =%, Pty AT
y y
A;<0,A,< 0:
Az: ______ Ay p=rtp,
! [P~k X A2 /b X
A,;>0,A,<0; - (fo
P -Al
p=71-p,

ABBILDUNG 6. Zur Ermittlung der Anfangsphase ¢

|% JT o

!
|
|
|

I
:
I I
C\)H‘\P (/\)t+JT+LP

ABBILDUNG 7. Symmetrie der harmonischen Schwingung

Example 25. Sidgezahnkurve (»Kippschwingung«) als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ
Example. Es ist (vgl. Abbildung 8):

g(14+0) = 0
g(1-0) =1
g(1) =0

Example 26. Siagezahnkurve als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ

Example. Hier sind alle drei Werte verschieden (vgl. Abbildung 9):

g(1+0) = 0
g(1-0) = 1
g(1) = 0,5

Example 27. Sinushalbwelle (» Einweg-Gleichrichter«) als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ



32 MATTHIAS ANSORG

D ______

ABBILDUNG 9. Sdgezahnkurve ist eine Funktion vom D-Typ

y

ABBILDUNG 10. Sinushalbwelle ist eine Funktion vom D-Typ

Example. Vergleiche Abbildung 10.
Example 28. Funktion nicht vom Dirichlet-Typ

Example. Ist die Funktion in Abbildung 11 vom Dirichlet-Typ? Sie ist periodisch mit 7' = 1. Sie muss daher
nach Definition 28 in [0;1] eine endliche Zerlegung 0 = tg < t; < to < ... < t, = T besitzen und auf
jedem dieser Teilintervalle stetig und monoton sein, um vom Dirichlet-Typ zu sein. Thre Funktionsgleichung
im Intervall [0;1] ist:
1 .
= —1 firte (0;1]
= t ’
9(®) { 0  firt=0
Man erkennt: Der rechtsseitige Grenzwert g (tg + 0) ist oo, d.h. er existiert nicht. Deshalb ist die Funktion wie
auch alle anderen unbeschréinkten Funktionen nicht vom D-Typ.

Definition 29. Fourier-Reihe
Definition. Sei g (t) vom Dirichlet-Typ. Sei w = 28 = 2rf;, fo = 7. Dann gibt es eine trigonometrische
Reihe (»Fourier-Reihe«)

o0
+Z ¢, - cos (kwt) + s - sin (kwt))
k=1

Co
(41) =5
mit:

e s5(t) =g (t) fiir t aus dem Stetigkeitsbereich von g.

e s(t;) =3 (g(t;+0)+g(t —0)) fiir die Sprungstellen ¢; von g.
ks Skt Fourier-Koeffizienten von g (t)

F[g] (t): andere Bezeichnung der Fourier-Reihe s (¢)

fo: Grundfrequenz von ¢ (t)
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ABBILDUNG 11. Eine Funktion nicht vom Dirichlet-Typ

1. Harmonische (Grundwelle)
2. Harmonische (1. Oberwelle)
3. Harmonische (2. Oberwelle)

ABBILDUNG 12. Grund- und Oberschwingungen der Fourier-Reihe

Erlduterung, was der Unterschied zwischen g (¢) und s (¢) bewirkt: ist g (¢) eine Kippschwingung wie in Abbil-
dung 8, so entspricht s (¢) Abbildung 9. Man nennt

¢k -cos (2w - kfo-t) + sk -sin(2m - kfy - t)

die k-te Harmonische oder (k — 1)-te Oberwelle von g (¢)'. Sie hat die k-fache Grundfrequenz f, also f, = k fo.
Folgerichtig nennt man fiir £ =1

c1-cos(2m- fo-t)+s1-sin(2m- fo - 1)

die 1. Harmonische oder Grundwelle von g (¢). Ihre Frequenz ist f; = 1- fy. Vergleiche dazu Abbildung 12. Die
Amplituden der Harmonischen sind aufgrund der Fourier-Koeffizienten alle verschieden. Die k-te Harmonische
hat nach Gleichung 39 die Amplitude:

(42) Ay =/ + sk

Durch Fourier-Reihen kann man also jede periodische Funktion vom Dirichlet-Typ durch eine Summe von
harmonischen Schwingungen (darstellbar durch eine Summe aus einer Cosinus- und einer Sinusschwingung)
approximieren.

Die Amplituden der Harmonischen triagt man in einem Amplituden-Frequenzsprektrum (kurz: Amplituden-
spektrum) auf; dabei ist Ay = |¢g|. Es entsteht ein Linienspektrum, daher auch »diskretes Amplitudenspek-
trum«. Vgl. Abbildung 13.

4.1. Harmonische Analyse fiir 7' = 27. Dies ist die Berechnung der Fourier-Koeffizienten cj, si. Vorlaufige
Vereinbarung: ¢ (t) sei vom Dirichlet-Typ; T = 27, also w = 2% = 3—: =1und fy = % = % Wir brauchen

zuerst ein paar Hilfsmittel:

Bmit w = 2m fo zeigt sich, dass hier der k-te Summand der Fourier-Reihe (Gleichung 41) steht.
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>
>

4 Ag

A
+
0 f, f, o f, f, f

ABBILDUNG 13. diskretes Frequenzspektrum nach Fourier-Analyse

Definition 30. Additionstheoreme

Definition.
sin(a+ ) = sina-cosfB+cosa-sing
cos(axf) = cosa-cosfFsina-sing
=sin(a+0) +sin(a—0F) = 2-sina-cosf
(43) cos(a+ ) +cos(a—fB) = 2-cosa-cosf
cos(a+f8)—cos(a—fB) = —2-sina-sinf

Definition 31. Orthonormalitétseigenschaften von Cosinus und Sinus

Definition. Fiir alle n,m € N={1,2,...} gilt:
27 27
(44) / cos (nt) dt :/ sin (nt) dt =0
0 0
2m
= / sin (nt) - cos (mt) dt =0
0

2 2m .
. . m firn=m
(45) /0 cos (nt) - cos (mt) dt = /0 sin (nt) - sin (mt) dt = { 0 fiirn£m

Beweis zu Gleichung 44:

27 . 2 . .
1 . 2
/ cos (nt) dt [sm (nt)] _ sin (n-2m) sin0 L 0—0=0
0 0

n n n
Beweis zu Gleichung 45 unter Verwendung des Additionstheorems Gleichung 43:
2m 2m
1
/ cos (nt) - cos (mt) dt = 5/ 2 - cos (nt) - cos (mt) dt
0 0
1 2
= 5/ (cos((n+m)t)+cos((n—m)t))dt
0

e Integration im Falle n = m:

(cos (2nt) +1)dt

[sm (2nt) ] 2m
Ksm (2n - 2m) +27r> B (smO +0>}
2n

ﬁ
3

wli—' N —= D= N =

e Integration im Falle n #

1
2
1{(5111 n+m) - 2m) +sin((n—m)~27r)) —O} _0
2 n+m n—m
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Die restlichen Gleichungen aus Definition 31 kénnen analog bewiesen werden.
Definition 32. Berechung der Fourier-Koeffizienten

Definition. Sei g (¢) vom Dirichlet-Typ mit 7' = 2z. Dann gilt:

(46) cop = l/0 Trg(t) dt

™

1 2m
(47) o = —/ g(8)-cos (kt) dt, k=1,2,...
m™Jo
1 2
sk:—/ g (t)-sin(kt) dt, k=1,2,...
T Jo

Gleichung 46 ergibt sich aus Gleichung 47 mit k£ = 0.

Beweis zu Definition 32. Da g (t) vom Dirichlet-Typ ist, gilt an allen Stetigkeitststellen von g (also bis auf die
Sprungstellen ¢;):

gt) = s(t)

o0
- %+kz_1 cy cos (kt) + sy sin (kt))

V)

e ¢y berechnen durch Integration auf beiden Seiten:

2 27 27
/ gt) dt = C—O 1dt+ Z <ck/ cos (kt) dt + sk/ sin (kt) dt)
0 0

- %[t]§”+2<ck-o+8k~o>=COQ%—CM
k=1
1 2m
S = f/ g (t) dt
T Jo
e ¢, k=1,2,... berechnen durch Multiplikation mit cos (mt) und anschliefender Integration'?
27 o 27 o0 27 27
/ g (t)-cos(mt) dt = 0} cos (mt) dt + Z (Ck/ cos (kt) - cos (mt) dt + sk/ sin (kt) - cos (mt) dt)
0 0 1 0 0
o 2
= 0+ Z (ck / cos (kt) - cos (mt) dt + 0)
k=1 0
27 St 27
:>/ g (t)-cos(mt) dt = Z (cm/ cos (mt) - cos (mt) dt>
0 Pt 0
= Z Cm * T
k=1
= Cp-T
1 2m
Sy = ;/ g (t)-cos(mt) dt firm=1,2,...
0

4Beachte bei den folgenden Umformungen Definition 31! Aufierdem wird beim Umformen k& = m angenommen, d.h. man geht
im weiteren nur von diesem Fall aus. Am Ende entsteht daher ¢;,, hier nur eine andere Bezeichnung von c.
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e s;, k=1,2,... berechnen durch Mutliplikation mit sin (mt) und anschliefende Integration:
27 ¢ 2 o0 27 27
/ g (t)-sin(mt) dt = 50 sin (mt) dt + Z (ck/ cos (kt) - sin (mt) dt + sk/ sin (kt) - sin (mt) dt)
0 0 Pt 0 0
oo 27
= 0+ Z (ck -0+ sk/ sin (kt) - sin (mt) dt)
k=1 0
27 0 2
= / g(t)-sin(mt) dt = Z (sm/ sin (mt) - sin (mt) dt)
0 o1 0
T
k=1
= S§n T
1 27
& Sy = 7/ g(t)-sin(mt) dt firm=1,2,...
T Jo

Definition 33. Beliebigkeit des Integrationsintervalls

Definition. Wegen Periodizitidt von ¢ (¢) kann jedes Intervall [a;a 4 27] als Integrationsintervall gewihlt
werden. Man berechnet die Fourierkoeffizienten also {iber:

1 a+2m
=1 [ gl costht) dr, k=0.1.2,...
T Ja
1 a+27
Sk:_/ g (t)-sin(kt) dt, k=1,2,...
T Ja

15

Definition 34. Fourier-Koeffizienten bei geraden und ungeraden Funktionen

Definition.
e Ist g (t) eine gerade Funktion, dann gilt fiir alle k = 1,2,...:

S — 0
1 27
. = —/ g (t) - cos (kt) dt
T Jo
= l/ g (t) - cos (kt) dt
™ —T
2 ™
= —/ g (t) - cos (kt) dt
™ Jo

e Ist g (t) eine ungerade Funktion, dann gilt fiir alle k = 0,1,2, .. .:

Cr = 0
2m
(48) S = %/0 g (t) - sin (kt) dt
— %/ﬂg(t)-sin(kt) dt
2 [T .
= ;/0 g (t) - sin (kt) dt

Der Integrand in Gleichung 48 ist ein Produkt zweier ungerader Funktionen und daher eine gerade
Funktion (vgl. sin® x).

Example 29. Harmonische Zerlegung einer nicht geraden, nicht ungeraden Rechtecksfunktion

Example. Gegeben ist (vgl. Abbildung 14)*°:

@ 50 = {0 furt<lron
(50) g(t) = gt+2n);teR

15Eine gerade Funktion ist spiegelsymmetrisch zur y-Achse, d.h. g (t) = g (—t), z.B. cost
Eine ungerade Funkion ist punktsymmetrisch zum Achsenursprung, d.h. —g (¢) = g (—t), z.B. sint.
16Gleichung 50 bedeutet, dass g (t) mit einer Periode von T' = 27 periodisch ist.
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1 27
o = 7/ g(t) dt
0

C =

1
1-cos (kt) dt + —/ 0 - cos (kt) dt
T

To— S—

A= A= 3
| ——
w0
z
=)
—~
>
~~
=
—_
3
Il
S
—
>
I
—
n
N

[V
3

g (t) - sin (kt) dt

1-sin (kt) dt +0

o\:‘o\

|

Q

o

»n
|~
ol
~
S~—"
-
3

[}

A= = A= 3

<_Cos likﬂ) . )

~ cos (k) +i
km km
B {0 fiir k = 2,4,6,8, ...

= firk=1,3,57,...

Wie grof sind nun die Amplituden der Harmonischen (vgl. Gleichung 42)?

A0:|Co|:1
Fir k=1,2,... gilt:
Ay =1/ +si = /J0+s2
= [skl
2
A = — =~ 0,64
T
A, = 0
2
A3 = — =0,21
3 3.7
Ay = 0
2
A; = —=0,13
5 5. )
Ag = 0
2
Ay = — =0,09
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ABBILDUNG 15. ungerade Rechtecksfunktion

Die Hiillkurve im Amplitudenspektrum beginnt also in (0;1) und verlduft asymptotisch zur f-Achse. Die
Fourier-Reihe nach Gleichung 41 ist also:

s(t) = %0 + Z [cx - cos (kwt) + s - sin (kwt)]
k=1

1 2 . 2 . 2 .
= —+4 —sint+ —sin3t+ —sindt +...
2 7 3 51

Example 30. Harmonische Zerlegung einer ungeraden Rechtecksfunktion

Example.
B 1 firte0;m)
gt) = { 1 fiir t € [0;27)
g(t) = gt+2m); teR

Sprungstellen sind fiir die Symmetrie einer Funktion irrelevant; g (¢) ist also ungerade (vgl. Abbildung 15).
Das heifst fiir die Fourier-Koeflizienten:

c,=0; k£=0,1,2,...

S =

R

/W g (t) - sin (kt) dt

0
B cos (kt) 1"
e
2cos (km)  2cos0

wk * wk
B { 04 fiir k = 2,4,6,8, ...

SERY

L fiir k=1,3,5,7,...

Die Amplituden betragen daher nach Gleichung 42:
A = \/ci-i-si = \/O—&-si = |sk|

Ay =

A =

Ay =

As =

Ay =

As =

Ag =

Damit ist die Hiillkurve im Amplituden-Frequenzspektrum eine Hyperbel y = % (vgl. Abbildung 16).
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ABBILDUNG 16. diskretes Amplitudenspektrum einer ungeraden Rechtecksfunktion

4.2. Harmonische Analyse fiir beliebiges T'. ¢ (t) sei vom Dirichlet-Typ mit Periode T, w =

die Fourier-Reihe von g (¢):

— EO + ; ¢k cos (kwt) + s sin (kwt))

Definition 35. Berechnung der Fourier-Koeffizienten bei beliebigem T’

Definition.

S =

Nl Nl

T
/ g (t)-sin(kwt) dt; k=1,2,...
0

Dabei ist anzumerken:

T
/ g (t)-cos(kwt) dt; k=0,1,2,...
0

39

AR Dann ist

e Als Integrationsintervall kann jedes Intervall der Form [a; a + T verwendet werden, z.B. auch [— %; %} .

e Ist g (t) gerade, so gilt fiir die Fourier-Koeflizienten:

sp=0; k=12,...

!

T

4
ck:*/ g (t) - cos(kwt) dt; k=0,1,2,...
0

e Ist g (t) ungerade, so gilt fiir die Koeffizienten:

=0, k=0,1,2,...

=—/ -sin (kwt) dt; k=1,2,...

4.3. Komplexe Fourierreihe. Es gilt aufgrund der Gleichungen 19 und 20:

eiwkt + e—iwkt

(51) cos (wkt) = 5
eiwkt _ e—iwkt
i kt) =
sin (wkt) 57
iwkt _ —iwkt
(52) = ¢
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Einsetzen dieser Gleichungen 51 und 52 in die Fourier-Reihe (w = %%):
C o0
0 .
s(t) = > + g [ck - cos (kwt) + s - sin (kwt)]
k=1
o N X r eiwkt + e—iwkt ) eiwkt _ e—iwkt
= - E Ck — 1Sk
2 2 2
k=1 *
o N e 'Ckeiwkt 4 Ckefiwkt o iskeiwkt 4 zsk _ efiwkt
2 Z 2
k=1t
¢ > ep —is cr +is
0 k— 1Sk k ko
= 24 E 61kwt + e ikwt
2 2 2
k=1t
o0
= ao+ § [G;kelkwt tLa_ e—lkwt]
k=1
o0 o0
27
— § a elkwt _ § akezk o
k=—o00 k=—o0
(oo}
— E akeﬂﬂ'kft
k=—o00

Die ay, dieser komplexen Fourierreihe sind komplex, wobei a_; = @ (konjugiert komplexe Zahl):

Co
w = 3
(53) ap = Xk
2
_ Ck + 18k
a_p =a = I a—
k = 5

Man benétigt also Umrechnungsformeln zur Ermittlung der Fourier-Koeffizienten cg, sg:

Cho = 2&0
c, = ag+tag=ar+tag
S, = —1 (ak - @) = —1 (ak - a_k)
Definition 36. Ermittlung der aj
Definition. Es gilt
I —ikZr¢
(54) ag = — g(t)y-e ™" Thdt; kel
T Jo

Die Frequenz k% = kf ist fir £ < 0 negativ!
Definition 37. Amplitude der komplexen Fourierreihe

Definition. |a;| heift Amplitude zur Frequenz kf der komplexen Fourierreihe. Ermittlung dieses Betrages
als Betrag einer komplexen Zahl aus Gleichung 53 nach dem Satz des Pythagoras:

Ck 2 Sk 2 1
=y (3) +(3) =3vd+4
Offensichtlich sind also die Amplituden der komplexen Fourierreihe genau % so groft wie die Amplituden

der reellen Fourierreihe. Aufgrund |ax| = |a—k| ist das Amplitudenspektrum einer komplexen Fourierreihe
symmetrisch zur y-Achse.

1
—A
5 1k

Example 31. Komplexe Fourierreihe und zugehoriges Frequenzspektrum einer Ségezahnkurve

Example. Gegeben ist die Sdgezahnkurve (vgl. Abbildung 17)

1 1
gt) = —=t+1==(—t+m); tel0;n)
™ T

g(t) = gt+m); teR
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ABBILDUNG 17. Ségezahnfunktion g (t) = —2t+1; g(t) =gt +)

kQTWt dit

dt

1/T (1) —ik3Et gy
ar = = -e
k T/, g
1 /™1 .
= = Z(—¢ L7t
7T/0 7T( +7)-e
1 (7 .
= (ﬂ,_t)'efmkt
™ Jo

T

1 672ikt ™ 672ikt
= —|(r—t dt
2 {(T ) o +/0 —2ik L

1 ef2ikt
= 3 [(W —t)

1 6721'1671'

6727,'1615
— +
—2ik  (<2ik)* |

= <(7T7T) Toik

6727,'1671*7 70 . o0
—4k? —2ik  —4k?

nach Gleichung 22 ist e~ 2™ = cos (2k7) — isin (2k7) = 1 — 0i = 1; also:

1 1 —2k:i7r+ 1
T2\ —4k2 —4k2  —4k2

w2 —4k2

I S
o2\ =2k /)

Da in der allgemeinen Losung k # 0 gilt, muss ag auch
1

T2

B i(l—l—%iw—l)

Z‘ .
2km’

iiber Gleichung 54 ermittelt werden:

keZk+0

ag = / (r—t)-edt
0

1 L] 1/, 1,
:ﬁ[ﬂ't——t]ozﬁ(ﬂ'—iﬂ'

2
_ 17‘(‘2_1
o222

Wie sieht das Amplitudenspektrum aus? Es ist T =,

laol = 5

lar| =
= |a1| = |a_4]
laz| = |a_s]
lag| = |a_3| =~
las] = |a_4]

Die aj, auler ag liegen also auf der Hyperbel y = |%’

also fo =1, f, =kfo, k==+1,%2,....
1

2

i 1
“% = 2
0,16
0,08
0,05
0,04

als Hiillkurve (vgl. Abbildung 18).
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4.4. Diskrete Fourier-Transformation (DFT). Um mit der DFT die Fourier-Koeffizienten zu berechnen,
benotigt man nicht die Funktion g (¢) wie bisher, sondern nur eine Reihe von n dquidistanten Messpunkten y;
im Intervall [0; T]. Die inverse DFT liefert in umgekehrter Richtung die Messpunkte y; bei gegebenen Fourier-
Koeffizienten ai. Bei beiden wird der Wert der tatséchlichen Periode T nicht bendtigt, relevant ist nur die

Anzahl n der dquidistanten Messpunkte y; im Intervall

[0; T]. Als Hilfsmittel wird bendtigt:
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0.6 T T T T T T

ABBILDUNG 18. diskretes Amplitudenspektrum der Séigezahnfunktion g (t) = =1t +1; g(t) = g (t + )

Definition 38. Trapezregel zur numerischen Integration'”

Definition.

/t"g(t) dt = (9(2150) +g(t1)+g(t2)+-~-+9(t"—1)+g(;n)> A

Die Amplituden der Harmonischen sind wie bisher die Fourier-Koeffizienten ag, hier bei der DFT diskrete
Fourier-Koeffizienten genannt. Man kann sie aus den gegebenen dquidistanten Messpunkten y; geméf Definition
39 berechnen. Die diskrete Fourier-Transformation (Definitio 40) ist eine Rechenvorschrift zur Berechnung der
sog. »diskreten Fourier-Transformierten« zp = n - ay.

Definition 39. diskrete Fourier-Koeffizienten (ohne Herleitung)

Definition.

n—1
1 ik2mj
:75 .. T n 7 k:07:|:1,:|:27
@k n 3=0 e

heiflen diskrete Fourier-Koeflizienten. Bezeichnungen:
y;: (Aquidistanter) Messpunkt
Es gilt stets

(55) Ak4+n = 0ag
(56) Na_p = ag
(57) = Ap—)p = ag

n

so dass man also nur 5 aufeinanderfolgende a berechnen muss. Analoges gilt fiir die Fourier-Transformierten

Zk-
Definition 40. diskrete Fourier-Transformation (ohne Herleitung)
Definition.

k27

n—1
(58) =Y yje v k=01...,n-1
=0

heiftt diskrete Fourier-Transformation. Es gilt ai = %zk. Bezeichnungen:

2+ diskrete Fourier-Transformierte
y;: (Aquidistanter) Messpunkt

17Stoff der Vorlesung Matematik 2. Vgl. Vorlesungsmodul Mathematik 2, Kapitel 4.2. Bezugsquelle: http://homepages.
fh-giessen.de/ hg12117/index.html.


http://homepages.fh-giessen.de/~hg12117/index.html
http://homepages.fh-giessen.de/~hg12117/index.html
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0
la l lagd lalal laglla; 18,1 laslla,l lagl lagl a; | lagllag | 2y,

X

ABBILDUNG 19. Beispiel eines Amplituden-Spektrums nach DFT mit n =9

Zur manuellen Berechnung von Fourier-Transformierten formt man unter Verwendung von Gleichung 22
zuerst um:

S
|
—

_ik2wj
Zk: = yj . 6 n

(=) (29)

k2mj ! k27
_ . a2 I I posin| ——|; k=0,1,...,n—1
Yj - COS ( - > i Z yi -sin { — n

Jj=0

3
|l
- o

I
7

Il
- o

3w
|

<.
Il
o

Example 32. diskrete Fourier-Koeflizienten bei n = 9

Example. Man beginnt die Berechnung bei a_4 und hat n = 9 Koeflizienten auszurechnen:

a_—4,0-3,0-2,0-1,00,01,02,03, 04

Dann wiederholen sich die Werte der Koeffizienten nach a4, = a:

as = Q-4
ag = -5
ary = Qa_—g

Das Amplituden-Spektrum der |ay| hat die in Abbildung 19 dargestellten Symmetrieachsen, denn es gilt ja stets
la—i| = lak| und |agyn| = |ax| (vgl. Gleichungen 55, 56). Bei geradem n fallen sogar beide Symmetrieachsen
mit Linien des Spektrum zusammen (bei n = 8 z.B. mit |a4]).

Example 33. Diskrete Fourier-Transformation

Example. Gegeben sind die folgenden Abtastwerte einer Zeitfunktion g (¢) mit Periode 27:
t; | O %7‘( %77 %ﬂ' %7‘( %7‘( gﬂ' %ﬂ'
y; 10,5 1 | 2 110,5] 0 110

Man berechne manuell die diskrete Fourier-Transformierte zu g (t), d.h. hier zo, ..., z7. Dazu formt man zuerst

die Gleichung der DFT (Gleichung 58) unter Verwendung von Gleichung 22 um, so dass sich die tabellarische
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Berechnung vereinfacht; mit n = 8 gilt:

ik2mj

n—1
zr = Zyj-e_ 5 k=0,1,...,n—1
j=0

7

ikmj
= > yire i k=0,1,....7
j=0
7

= Zyj (COS( )*i~sin(gkj)); k=0,1,...,7
- ;yj'cos(%kj>_i'jzj:ollj'Sin(gkj>; k=0,1,...,7

Aufgrund der Symmetrie (Gleichung 57) sind bei solchen Aufgaben die Cosinus- und Sinuswerte nur fiir

k=0,...,5 zu bilden.
e Berechne Ez‘:o y;-cos (5kj); k=0,1,....4.
k— k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
Jl |yl | yj-cos(0)|y;-cos (%j) Yj - COS (g]) Yj - COS (%j) y; - cos (m))
01|05 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
1] 1 1 Y2 0 —¥2 -1
2 2 2 0 -2 0 2
3] 1 1 — 2 0 Y2 -1
4105 0,5 ~0.5 0,5 0.5 0,5
5 0 0 0 0 0 0
6 1 1 0 -1 0 1
7 0 0 0 0 0 0
L I>¥f 6 [ o | -2 | 0 [ 2 ]
e Berechne Zj‘:o y; -sin ($kj); k=0,1,...,4
k k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
31 yi || ys-sin(0) [ y;-sin(54) | y;-sin(54) |y, -sin (3F5) | yj - sin (7))
01]0,5 0 0 0 0 0
1] 1 0 vz 1 Y2 0
21 2 0 2 0 ) 0
3| 1 0 v2 ~1 vz 0
410,5 0 0 0 0 0
5/ 0 0 0 0 0 0
6] 1 0 -1 0 1 0
7|0 0 0 0 0 0
> o [l o0 [ e [ o
e Setze Endergebnis zusammen:
— 20 = 6
-2 =0-i(1+V2) ~ —2,414i
— Z9 = -2
— 23 =0—i(—142) ~ —0,414i
— 24 = 2
— 2=z =0+i(-1+V2) ~0,414i
— 2 =29 = —2
— =72 =0+i(14+2) = 2,414

Eine Auftragung von Re (zy), Im (zx) und |z | gegen k zeigt: Bei der DFT ist stets Re (zx) spiegelsymmetrisch
bzgl. der senkrechten Achse durch die Intervallmitte k = %, Im (z) ist punktsymmetrisch bzgl. dem Punkt
(% 10) auf dieser Achse. Dies folgt aus Gleichung 57.

Ist g (t) eine gerade Funktion, dann ist nach Definition 34 s = 0. Aus aj = wird dann ein reelles

arp = % (es miissen keine Sinuswerte bei der Berechnung der DFT berechnet werden).
Cr—1-Sg
2

CL—1:Sg
2

Ist g (t) eine gerade Funktion, dann ist nach Definition 34 ¢ = 0. Aus a; = wird dann ein komplexes

ar = 5% (es miissen keine Cosinuswerte bei der Berechnung der DFT berechnet werden).

Definition 41. inverse diskrete Fourier-Transformation
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Definition. Es gilt (sog. inverse diskrete Fourier-Transformation):
n-l ik2mj 1 nol k2mj
ik2mj Tj
P = ap-e . = — zp-e o 9=01,...,.n—1

tTt .. [t
ylwol | Yn

Die durch eine Wertetabelle der Art

(d.h. Messwerte zu verschiedenen Zeitpunkten) ge-

gebene Funktion g (¢) heilt Zeitfunktion. Die durch eine Wertetabelle der Art 7101 fol2fo)... | (n=1)fo

BN Zn_1

gegebene Funktion G (f) heiftt Frequenzfunktion. Da in der DFT kein 7" und also auch kein % = fo vorkommen,
ersetzt man in den Tabellen die Spaltentitel ¢; und £ fy durch die Zahlenfolge 0,1,2,...,n — 1.

4.5. Fast Fourier Transform (FFT).

4.5.1. Grundlagen. Schnelle Fourier-Transformation, erarbeitet von Codey und Turkey 1965. Gegeben sind
dabei n dquidistante Abtastwerte yo, ..., yn—1 im Intervall [0; T] einer T-periodischen Funktion g ():

yi = g(t;)

tj = j-At

At = L
n

n sei hier stets eine Zweierpotenz: n = 2. Schreibweise fiir die DFT (Gleichung 58) in der FFT: man setzt

Wy, = € 7 und schreibt daher die DFT als:

n—1 n—1
—2mig .
(59) zk:E yj-e n kj:g ywki; k=0,1,...,n—1
Jj=0 J=0
Dabei diirfen die Exponenten und der Index n von w,, gegeneinander »gekiirzt« werden:
—27i
wg = € 8
—27i
wy, = € 4
—27i | —27i
wg = e 8 2 e 4 = wi = Wy

4.5.2. Aufwand der DFT nach Gleichung 59. Zur Berechung eines z; werden benétigt:

1 Bildung von w”, hier jedoch unberticksichtigt.

n Potenzierungen: (wfl)j, 7=0,1,....n—1
n Multiplikationen: y; - wfl'j, j=0,1,...n—1

e n — 1 Additionen: yowF 0 4+ yywk ! + .. + Yn_ 1wk (7D

Insgesamt bisher etwa 3n Operationen. Fiir alle z, k = 0,1,...,n — 1 werden daher insgesamt n - 3n = 3n? =
O (n2) % Operationen benétigt, und zwar Operationen mit komplexen Zahlen! Die FFT benétigt demgegeniiber
nur einen Aufwand O (n - logy n).

4.5.3. Grundidee der FFT. Beachte: Es gilt stets n = 2. Codey und Turkey stellten fest, dass sich y; und
yj+z der DFT zusammenfassen lassen. Fiir die Zusammenfassung gelten die folgenden Hilfssétze:

Definition 42. Satz iiber w,

Definition.

o fiir k gerade
(60) wﬁ(j+%) =whi

e fiir k£ ungerade

(61) wz(ﬂ_%) = —wﬁj
o fiir k gerade, d.h. k = 2¢

(62) whl = w2 = w¥

2

o fiir k£ ungerade, d.h. k =2¢+1

(63) wkI = RarVI = 29 ) = ¥ w!
2

2

180 (nQ): »In der Grofenordnung von n<«
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Beweis zu den Gleichungen 60 und 61:

k(i+2 kj+k2 ; z
wn( D wy 2 = wkl wy?
_ ki —2ED gy —mik
= wl.-e"m 2z =w e

wh (cos (mk) — isin (1k))
wh cos (k)

{ 1 fiir k gerade

—1 fiir £ ungerade
whi
Schrittweise weiteres Zusammenfassen fiihrt als Konsequenz zum Verfahren der FFT:

—whi
1. Schritt: Aus 1 DFT mit n Abtastwerten entstehen so 2 DFTs mit je § Abtastwerten:
e Im Falle k = 2¢, ¢ =0,1,...,5 — L

kj
n

flir k gerade
fir k£ ungerade

n—1 5—1
L
(64) s=ag = yiwy =Y (4 ypey) wy
j=0 j=0
n_q
(65) = yyw
§=0
In Gleichung 64 wurde Gleichung 60 verwendet.
In Gleichung 65 wurde Gleichung 62 verwendet.
Dies ist eine DFT mit § Abtastwerten yg,..., 7% _;.
2
e Im Falle k =2¢+1,¢q=0,1,...,5 - 1:
n—1 5-1
(66) k= Zagp1 T Z Yj 'wﬁj = Z (yj - yj+g) wﬁj
j=0 j=0
2
7=0
In Gleichung 66 wurde Gleichung 61 verwendet.
In Gleichung 67 wurde Gleichung 63 verwendet.
Dies ist eine DFT mit § Abtastwerten yg, ... ,y%fl.

n
22
n

23

2. Schritt: Aus 2 DFTs mit je
3. Schritt: Aus 4 DFTs mit je

Abtastwerten enstehen 22 = 4 DFTs mit je
Abtastwerten entstehen 23 = 8 DFTs mit je

= 7 Abtastwerten.
=3 Abtastwerten.

A3

k. Schritt: liefert analog 2¥ = n »DFTs« mit je
alle z!

5t = 5 = 1 » Abtastwert«. Diese n Werte sind gerade
4.5.4. Aufwand der FFT am Beispiel. Es sei n = 27 =23 =8 also H = logyn = 3.

0. Schritt: Gegeben ist 1 DFT mit n = 8 Abtastwerten:
‘y0|y1|y2|y3|y4|y5|y6|y7|

1. Schritt: Durch Zusammenfasssen entstehen 2 DFTs mit je § = 4 Abtastwerten:
Yo+ ys [y +ys [ Y2+ s [ys+yr || (o —ya)wd | (y1 —ys) ws | (y2 — yo) wg | (ys — yr) wd
=vw | =w | =vp | =uys =Y =y = Y3 = Y3
2. Schritt: Durch Zusammenfassen enstehen 4 DF'Ts mit je § = 2 Abtastwerten:
vot+ e | yi+us || (o —we)wi | (yi —wa)wa || yo+us | yi s || (w6 —yo)wd | (i —w3)wn
= o =y = %o =1 = Yo =1 =70 =
3. Schritt: Durch Zusammenfassen entstehen 8 DF'Ts mit je g = 1 Abtastwert. Dies sind die z;. Um

zu ermitteln, wo welches zj steht, liest man den Werten in Reihe zugeordnete H-stellige Dualzahlen
in Gegenrichtung als k.

(g0 +91 | 5o —y)wh | g0+ 41 ]| (Go—g)wh [[go+un [ (Wo—g)wy [ o+r | (o—yn)ws ]

000 001 010 011 100 101 110 111
000 100 010 110 001 101 011 111
Lz [ 2o [ 2 [ x [ & [ & [ 2 [ =

Aufwandsermittlung: fiir jeden Schritt werden bendtigt
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e n Additionen bzw. Subtraktionen

e < 3 Potenzierungen
n

e 5 Multplikationen

Also bisher insgesamt 2n Operationen mit komplexen Zahlen. Fiir die H Schritte der FFT werden also insge-
samt 2nH = 2n - logyn = O (n -logyn) Operationen bendtigt. Fiir n = 1024 = 2H = 219 benstigt die DFT
3n? = 3. 10242 ~ 3.000.000 Operationen, die FFT nur 2n - logyn = 2 - 1024 - 10 = 20.000 Operationen; sie ist
also in diesem Beispiel mindestens 150mal schneller!

4.5.5. Programmentwurf zur FFT. Umwandlung von Dezimal- in Dualzahlen durch modulo-Division; die Bit-
folge im Dualsystem sind die Reste von unten nach oben gelesen:

19:2 = 9 Rest1
9:2 = 4Restl
4:2 = 2Rest0
2:2 = 1RestO
1:2 = O0Restl
=19 = (10011),
Umwandlung von Dual- in Dezimalzahlen iiber Hornerschema fiir eine H-Bit Dualzahl:
(bbr—1...bibo)y = b2 +bg 1287 4 by 22872 4+ b2 + by

= ((((bH'2+bH71)'2+bH,2)...)-2+b1)+b0

int reversal(int k; int H); //k als H-stellige Dualzahl umdrehen
// sei n=2"H
N_ALT=N;
for (L=H-1; L>=0; --L) {
N_NEU=N_ALT/2;
for (j=0; j<N_NEU; ++j) {
w= pow(e, -2%pi*i*j/N_ALT); //d.i. e~ (-pi*i*j/N_NEU)
for (k=j; k<N; k+=N_ALT) {
t1= y[k];
t2= y[k+N_NEU];
y[k]= t1+t2;
y [k+N_NEU]= (t1-t2)*w;
}
}
N_ALT=N_NEU;
}
//richtige Reihenfolge der z_k herstellen:
for (k=0; k<N; ++k) {
j= reversal(k,H); //k als H-stellige Dualzahl umdrehen

if (5>k) {
t1=  ylkl;
yk]l= y[j];
y[jl= t1;
}
}

//k als H-stellige Dualzahl umdrehen
int reversal(int k; int H) {
int gl,g2,b,k_revers,j;
gl=k;
k_revers=0;
for (j=1; j<=H; ++j) { //fuer jedes der H Bits

g2= gl/2; // letztes Bit b von gl=k abspalten
b = gl-2%g2; // durch Modulo-
gl= g2; // Division

k_revers= 2*k_revers+b; //Hornerschema
//um Bit b an k_revers anzuhaengen
}

return k_revers;
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In obigem Algorithmus kann die Zeile
w= pow(e, -2*pi*i*j/N_ALT); //d.i. e~(-pi*i*j/N_NEU)

mit wesentlich weniger Aufwand iiber die Additionstheoreme berechnet werden. Im Folgenden sein = NNEU =
NALT oin fester Wert. Es gilt dann nach Gleichung 22:

2
—mij T . L. ™.
w, =€ n =cos|—j)—isin|—j
n n

mit
¢j = cos (Ej> = cos (E (j—l)—i—ﬁ)
n n n

= cos (g (j— 1)) - cos (%) — sin (% (j— 1)) - sin (%)

= Cj—1C1 — §5j-151

s; = sin (%j) = sin (% (G-1+ %)
= sin (2 -1) cos (5) eos (TG - 1)) -sin ()

= Sj-1€1 +¢Cj_151

ist eine iterative Berechnung méglich:

cl= cos(pi/N_NEU);
sl= sin(pi/N_NEU);
c=1; //=c0, nur Initialisierung
s=0; //=s0, nur Initialisierung
//Schleifenkoerper:
cc= cxcl - s*si;
s = sxcl + c*sl;
c = cc;

Anmerkungen zum Programm fft.c, das in der Vorlesung verteilt wurde:

e cs liefert getrennte Dateien fiir den Real- und Imaginérteil von zx, ndmlich ftfreqre.dat und ftfreqim.dat.
Wenn eine inverse FFT ausgefiihrt werden soll, sind also in beiden Dateien die gewiinschten Eingaben
(bzw. Anderungen fiir eine Fourier-Interpolation) vorzunehmen.

e Im Programm sind die Befehle system("gnuplot -persist gnuftin.dat"); system("gnuplot -persist
gnuftout.dat") ; enthalten.

— Inhalt dieser Dateien zur Bildschirmausgabe von Re (y;), Im (y;), Re (zx), Im (zx)
//gnuftin.dat
plot "ftzeitre.dat" smooth unique, \
"ftzeitim.dat" smooth unique

//gnuftout.dat

plot "ftfreqre.dat" smooth unique, \
"ftfreqim.dat" smooth unique, \
"ftfreqab.dat" smooth unique

— Inhalt dieser Dateien zum Drucken von Re (y;), Im (y;), Re (zx), Im (z); zum tatséclichen Aus-
drucken lpr zeit; lpr freq verwenden.

//gnuftin.dat

set term <druckername>

set output "zeit.pr"

plot "ftzeitre.dat" smooth unique, \

"ftzeitim.dat" smooth unique

//gnuftout.dat

set term <druckername>

set output "freq"

plot "ftfreqre.dat" smooth unique, \
"ftfreqim.dat" smooth unique, \
"ftfreqab.dat" smooth unique

4.6. Faltung. Wie erreicht man es, dass die Kurve einer Funktion # (t) auf die Kurve einer Funktion g (¢) an-
gewandt wird, dass also g (t) durch h () »gefaltet « wird? Dazu multipliziert man z.B. alle Fourier-Koeffizienten
ak, |k| < M von ¢ (t) mit einem Faktor 1 und alle ay, |k| > M mit einem Faktor 0. Diese Faktoren zu jedem
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ABBILDUNG 20. Amlitudenspektrum einer Funktion zur Faltung von g (¢)

ay konnen selbst als Fourier-Koeffizienten by, einer Funktion h (¢) aufgefasst werden, die damit die gleiche Pe-
riode T wie g (t) hat. Das Amplitudenspektrum von A (t) ist dann wie in Abbildung dargestellt. In welchem
Zusammenhang nun stehen A (t) und g (¢)?

Definition 43. Faltung

Definition. Seien g (t) und h (t) zwei Funktionen mit gleicher Periode T'. Dann heifst die Funktion

T
<g*h><t>:=%/0 g (t—u)h(u) du

die Faltung von ¢ und A'°. Es gilt
gxh = hxg

T T
@%/0 gt —u)-h(u)du = %/o h(t—u)-g(u) du

Sind a; die Fourier-Koeffizienten von g und by die Fourier-Koeffizienten von h, dann sind apb, die Fourier-
Koeffizienten von g * h.

4.7. Fourier-Interpolation. Mit Hilfe der Fourier-Transformation kann man Werte in jeder periodischen
Funktion vom Dirichlet-Typ interpolieren. Gegeben seien n = 8 Werte einer Zeitfunktion g (¢):
jlloj112(3|4|5|6]|7
Yi | Yo | Y1 | Y2 | Y3 | Y4 | Y5 | Y6 | Y7
Die Fourier-Transformation liefert daraus die folgende Frequenzfunktion G (f) = G (k- Af):
k 0Oj112|3|4|5]|6]|7
Zk Zo | R1 | R2 | B3 | 24 | 25 | 26 | R7
Nun verdoppele man diese Wertetabelle, indem man nach zz = z4 genau n —1 = 7 Nullen gefolgt von

= Zz = z4 einfugt. Es ist zz = 22, denn Im (z: ) =0.

EOo| 1|23 |4|5/6[7[8|9|10(11|12|13|14|15
zellzo | 21| 222312410100 10]0| 0|0 |24 25| 26| 27
Hierauf wendet man nun die inverse FF'T an und erhélt damit doppelt so viele Werte y; wie man zu Anfang
hatte.

R
w3

4.8. Zweidimensionale DFT und FFT.
Definition 44. Periodische zweidimensionale Funktion; Fundamentalbereich

Definition. Eine Funktion g (¢,u) : R x R — R heifit periodisch mit den Perioden T und U (T,U > 0), wenn
gilt fiir (t,u) € R%:

g(t+T,u) g (t,u)

gt,u+U) = g(t,u)
Das Rechteck [0; 7] x [0;u] heift Fundamentalbereich.
Definition 45. Abtastwert; zweidimensionale diskrete Fourier-Koeflizienten; zweidimensionale Fourier-Transformierten
Definition. Sei 0 = ¢p < t; < ... < t)y = T eine dquidistante Zerlegung von [0;T]. Sei 0 = ug < u; <

. < uy = U eine dquidistante Zerlegung von [0;U]. Sei M = 2¢ N = 2% Zu jedem Gitterpunkt des

9Die Symbolik g * h hat nichts mit der Multiplikation beider Funktionsgleichungen zu tun, sondern die hier definierte
Bedeutung.
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Fundamentalbereichs sei ein Abtastwert g;x = g (¢;,ux), 7 =0,...,M—1,k=0,..., N —1 gegeben. Die durch
1

1 1 _oni( ™ nk
Umn = > gii, - e 2mEEHR)

mit m=0,...,M —1, n=0,...,N — 1 definierten Zahlen a,,, heifen zweidimensionale diskrete Fourier-
Koeffizienten. Die durch
M—-1

Zm,n

N—-1

mj nk
E :gjk TWyp | WN
k=0

M-1
nk mj
E ik - WN | Wy
k=0 \ j=0
mitm=0,...,M—1,n=0,..., N—1definierten Zahlen heiflen die zweidimensionalen Fourier-Transformierten.

Es ist stets:
1

Am,n = *Zm,n
M-N

Die Abtastwerte werden in einer Matrix dargestellt:

goo goi e go,N—1
gio0 911 s 9gi,N—-1
(68) (gjk) = : . :
gm-1,0 9mM-1,1 --- GM—-1,N-1
Verfahren der zweidimensionalen FFT:
Jok
91k
(1) Wende auf jede Spalte ) mit £ =0,...,N — 1 der Matrix in Gleichung 68 die eindimen-
IM—1,k

sionale FF'T an. Es entsteht eine Matrix (g}k).

(2) Wende auf jede Zeile der Matrix (g;k) die eindimensionale FFT an. Es entsteht die Matrix der

zweidimensionalen Fourier-Transformierten

200 e 20,N—1

ZM-1,0 - ZM-1,N-1

5. NUMERISCHE LOSUNG VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
Definition 46. System von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1.Ordnung

Definition. Ein System von n Gleichungen der Gestalt

yll = fl(xaylvaa"'7yn)

yé = f2(mayl7y27"'ayn)

y; = fn(xaylvy%"'?yn)
heifst: System von n gewShnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung. y1, .. ., ¥, sind die abhéingigen Variablen,
x ist die unabhéngige Variable. Gesucht ist hierbei ein [a; b] und ein System von n Funktionen y; (), ..., y, (z),

die zusammen mit ihren Ableitungen fiir « € [a;b] das System erfiillen, d.h.

yi(x) = fi(z,y1 (), yn (@), T € [a3b], i=1,2,...,n
Definition 47. Gewoéhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung
Definition. Eine Gleichung der Gestalt

(69) y™ = f (myy' . ,y(”‘”)
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heift eine gewdhnliche?’ Differentialgleichung n-ter Ordnung. Gesucht ist ein Intervall [a; b] und eine Funktion
y (x), die zusammen mit ihren n Ableitungen fiir « € [a;b] die Gleichung erfiillt*!, d.h.

Yy @) = (2y@) . @,y @) 3 fait)

Wichtig: eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung kann in ein System von n gewohnlichen
Differentialgleichungen 1. Ordnung umgeformt werden. Dazu setzt man:

yi(z) = y(z)
() = ¥ (@) =y ()
ys(z) = y'(x) =y5 ()
yn(r) = y" () =y, (@)
und erhélt aus Gleichung 69 ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung:
v = Y2
Yo = Y3
y;z—l = Yn
y; = f(zvylvy%-"ayn)

Losungsverfahren fiir solche Systeme von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind somit auch
Losungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 48. Anfangswertproblem 1. Ordnung

Definition. Gegeben sei eine Differentialgleichung 1. Ordnung ¢’ = f (z,y) und ein Punkt (x| yo). Gesucht
sei eine Funktion y (z) = f (z) und ein Intervall [a; b], fiir die gilt: Die erste Ableitung dieser Funktion ist die
gegebene Differentialgleichung 1. Ordnung und der gegebene Punkt liegt auf der Funktion:

y/(l‘):f(x,y) ) xe[a;b]
y(zo) =vo , € asb]

Dann heift dieses Problem Anfangswertproblem 1. Ordnung, in Zeichen

' _
A y o= flay)
( ){ y(wo) = Yo
Example 34. Anfangswertproblem 1. Ordnung
Example.
! 2
A Y = (z+vy)
L 2

Gesucht ist hier also eine Funktion y (2), deren Ableitung ¢/ (z) = (x 4+ y)° ist und deren Funktionswert an
der Stelle zp =0 f(0) =1 ist.

Oft kann oder will man die Losung eines Anfangswertproblems nicht als Funktionsgleichung y (z) = f (),
sondern nur als Wertetabelle von Punkten (zg | y0), (21 | 1), ... angeben. Verfahren zur Erzeugung solcher
Wertetabellen heiffen numerische Losungsverfahren. Sie liefern i.d.R. nur Ndherungswerte fiir die y (z;), d.h.
yi =y (x;), 1 =0,1,...; folglich gehtren zu den Losungsverfahren auch Fehlerbetrachtungen.

Definition 49. Richtungsfeld der Differentialgleichung

Definition. Einen groben Eindruck der Losung eines Anfangswertproblems 1. Ordnung liefert das Richtungs-
feld einer Differentialgleichung ' = f (z,y). Man triagt dabei eine Menge von dquidistanten Punkten (»Gitter-
punkte«) in Form eines Gitters in das Koordinatensystem ein und trégt in jedem dieser Punkte einen kurzen
Tangentenstrich (»Linienelement«) ein. Die Steigung des Linienelements im Punkt (x;, yx) ist mi = f (24, y)-
Ein Beispiel fiir ein solches Richtungsfeld ist Abbildung 21.

204 1. sie enthilt keine partiellen Ableitungen. Das Gegenstiick sind partielle Differentialgleichungen, z.B. fzy (z,y) = fz (z,y).

21)Man beachte: Die Gleichung einer Ableitung y(”) (z) ergibt sich aus Verkniipfungen der Funktionsgleichung y (z) und ihren
ersten n—1 Ableitungen. Eine Differnetialgleichung n-ter Ordnung ist also gelést, wenn man fiir alle y(¥), i = 0, 1, . .., n Gleichungen
einsetzt und sie damit erfiillt ist. Dies ist fiir eine Funktionenschar der Fall. Bei Anfangswertproblemen ist die Losung eine einzige
Funktion, weil zusétzlich die Anfangswertbedingung erfiillt werden muss.
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y
/7N N
/7N N
Yo-|--------- /.( o0\

ABBILDUNG 21. Richtungsfeld einer Differentialgleichung

ABBILDUNG 22. Zum Eulerschen Polygonzugverfahren

5.1. Eulersches Polygonzugverfahren. Es ist ein numerisches Losungsverfahren fiir Anfangswertprobleme
1. Ordnung. Vergleiche zu den folgenden Verfahrensschritten Abbildung 22.

(1) Man gibt eine (i.d.R. sehr kleine) Schrittweite h vor und definiert von xy ausgehend eine endliche
Punktefolge auf der x-Achse: z; =x¢g+1i-h,i=0,1,...,n.

Man lege ein Linienelement durch (zg, yo).

Als Naherung fiir (z1,y (1)) wihle man den Punkt (z1,y;) auf der Tangente durch (zg, yo)-

Man lege ein Linienelement durch (z1,y1).

Als Niherung fiir (z2,y (z2)) wihle man den Punkt (z2,ys2) auf der Tangente durch (x1,y;). Und so
weiter.

(2)
(3)
(4)
(5)

Berechung der Tangente durch (zg, yo) mit der Zweipunkteform der Geradengleichung;:

v % = f ($07 yo)
r — X
Sy = yo+(z—x0) f(zo,%)

=

Yo + (1 — x0) - f (w0, Y0)
Yo +h - f (2o, 40)

=y2 = y1+hf(z,u)
Damit ist die Verfahrensvorschrift des Eulerschen Polygonzugverfahrens:

Yo = Y (o)
Yi+1 - yz+hf(xlayl)a7/zoalaan
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Fiir die manuelle Berechnung verwendet man das folgende Schema:
L] x; \ Yi | [ (@i,0) |

0 Zo Yo f (z0,%0)
Llzi=z0+h|y1=yo+h-f(zo,9) | f(z1,1)

Example 35. Eulersches Polygonzugverfahren

Example. Gegeben sei das Anfangswertproblem

P 2
A Y = (z+y)
@l ¢
Die Schrittweite sei h = 0,05. Die Startwerte sind xg = 0, yo = 1. Gesucht sind y1, y2, y3. Berechnungsschema:
| i | Zi | Yi ’ f (@i, 94)
0| 20=0 Yo=1 f($07y0)=(0+1)2:1

1 581:0,05 y1=y0—|—h'f(l’0,y0)=1705 f(xl,yl):1,12:1,21
2| 29=0,1 yo=vy1+h-f(x1,y1) =1,1105 f(z2,y2) = 1,465310

3lx3=0,15|ys=ya+h- f(x2,y2) =1,183766
Bemerkung: die exakte symbolische Losung wére y = —x + tan (x + %), die exakten Werte wéren

y(0,05) ~ 1,055356
y(0,1) =~ 1,123049
y(0,15) ~ 1,206088

Man kann zeigen, dass der Fehler |y (z;) — y;| ~ h ist. Also ist dieses Verfahren ein Verfahren erster Ordnung,
denn der Fehler liegt in der Ordnung von h': |y (z;) —y;| = O (h). Wird also die Schrittweite halbiert, so
halbiert sich auch der Fehler.

5.2. Heun-Verfahren. Es ist ein numerisches Losungsverfahren fiir Anfangswertprobleme 1. Ordnung. Dabei
wird die Tangente des Eulerschen Polygonzugverfahrens durch eine Gerade g mit der Steigung k ersetzt, auf
der man (z1,y;) zu bestimmen hat als y; = kh + yo?%. Die Steigung k nun ist k der Mittelwert der Steigungen
Kla K2

K+ K,

2

wobel Ky = f (o, y0) die Steigung in (xg,yo) ist und Ko = f (z1,91) = f (xo + h,yo + hk1) die Steigung in
(z1,71) (91 ist der nach dem Eulerschen Polygonzugverfahren ermittelte Wert). Damit ist die Verfahrensvor-
schrift des Heun-Verfahrens fiir i = 0,1,...,n — 1:

k

Yo = y (o)

K, = I (i, y:)

Ky = f(xi+h,y +hKp)
Yir1 = Ui+ 2(Ki+K>)

Das Heun-Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung, d.h. der Fehler liegt in der Ordnung von h?:
y (i) —y; = O (h?)
Wird also die Schrittweite h halbiert, so wird der Fehler y (x;) — y; geviertelt.
Example 36. Schema des Heun-Verfahrens

Example. Gegeben ist das Anfangswertproblem:

‘= (a+y)?
(A){ yy(0)=1y

Die Schrittweite sei h = 0,05. Gesucht sind 7, y2. Die Losung wird mit folgendem Schema berechnet:

22Man legt quasi ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in (zg,0); damit wird der y-Achsenabschnitt von g gerade yo, der
x1-Wert zu y; gerade z1 — xg = h.



54 MATTHIAS ANSORG

3 .
k< .
H- o) .
| S 3
S 0
|| — e}
S al
—
— an .
G |2
< = =2
N — o
Tl — PYES
NI ‘_Lg
<|S =5
i | e S
—
g -
A
S~ I
I {[s
I
[a\}
—~~
Qo
— —~ 0 QY
o — 10 O
~|8%= |88
B S 4 | o=
S8 8 —
S~ o — 4+ &
::H\v L'\LQN'\
S —~
i =5
i
E [
i
0
o .
— .
KRS
< - 5 |< I~
+LOKD +1\
- S Q
- I SS |5~
=N - + _
= —
Il
1
N
— S
>
—
<ol
TS
(e} HOD <
g +
o i
S Il s
— Il
8 ™
8
T (en) — [\l

Die Ergebnisse auf 6 Nachkommastellen sind also y; = 1,05525, yo = 1,122776. Die exakten Werte sind
nach Beispiel 35: y (0,05) ~ 1,055356, y (0,1) =~ 1, 123049.

5.3. Runge-Kutta-Verfahren fiir Anfangswertprobleme 1. Ordnung. Das Runge-Kutta-Verfahren ent-
spricht dem Heun-Verfahren bis auf die Bestimmung der Steigung der Geraden g. Diese wird hier als ein
gewichteter Mittelwert von vier Steigungen bestimmt, die nach dem Eulerschen Polygonzugverfahren fir x;,
T; + % und x; + h auf verschiedene Art bestimmt werden. Das Runge-Kutta-Verfahren ist darum genauer als
das Heun-Verfahren, es ist ein Verfahren 4. Ordnung, d.h. der Fehler liegt in der Ordnung von h*:

y(z:) —yi = O (h")
Wird also die Schrittweite h halbiert, so sinkt der Fehler y (z;) —y; auf %. Gegeben sei ein Anfangswertproblem

1. Ordnung:
y, = f( 7y)
(A){ y (z0) = 4o
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Rechenvorschrift des Runge-Kutta-Verfahrens:

Yo = y(fﬂo)
h . by = f(zi + 5,y + 5k1
70 i1 = Ui+ (ky + 2k + 2ks + ky) mit T
(70) Yit1 y+6(1+ 2+ 2hs + ka) mi k3:f($i+%7yi+%k2)
ky = f(z; + h,y; + hk3)

Der immense Rechenaufwand des Runge-Kutta-Verfahrens lohnt sich noch gegeniiber der Verwendung einer
kleineren Schrittweite h und eines einfacheren Verfahrens. Es gibt Verfahren, die noch schneller konvergieren
(Ordnung hoher als 4), hier jedoch lohnt sich der Rechenaufwand nicht mehr.

Das allgemeine Schema fiir einen einzelnen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens:

Z; Yi ky = f(xzayz)
i+ 5 yit+ 2k =f(zi+ 5 yi+ k)
(i+

f

ko
zi+ 2 | yit gks | ks
ka4 (37z + h,y; + hk‘g)

z; +h | y; + hks

Example 37. Runge-Kutta-Verfahren fiir ein Anfangswertproblem 1. Ordnung

Example. Gegeben ist das folgende Anfangswertproblem:

Die Schrittweite sei h = 0, 05. Gesucht ist y;. Die Berechnung erfolgt entsprechend Gleichung 70 nach folgendem
Schema:

| 1‘0+ | y0+ | Kl,...7K4 |
2o =0 Yo =1 Klzf($07y0):(0+1)2:1
zo+ 2 =0,025 Yo+ LK1 =1+40,025-1=1,025 Ky = (0,025 4 1,025)° = 1,052 = 1,1025

To+ 2 =0,025 | yo+ LKy = 140,025 1,1025 = 1,0276625 | K3 = (0,025 + 1,027...)> = 1,107887816
20 +h=0,05 | yo+hKs=1+0,05-1,1078... = 1,0553 Ky = (0,05 + 1,055)% = 1, 22184676

h
=y = y0+g(K1+2K2+2K3+K4)
1,055355603

Dies stimmt auf 6 Nachkommastellen mit dem exakten Wert nach Beispiel 35 iiberein.

5.4. Runge-Kutta-Verfahren fiir 2 x 2-Systeme 1. Ordnung. Gegeben ist hier ein Anfangswertproblem
mit 2 Differentialgleichungen erster Ordnung @, ¢ und zwei Unbekannten, den Funktionswerten z;, y;; die
Differentialgleichungen hangen von einem gemeinsamen Parameter ¢ ab; die symbolische Losung besténde hier
aus zwel eindeutig bestimmten Funktionen z = z (¢), y = y (¢), deren Werte hier numerisch ermittelt werden
sollen. Das Anfangswertproblem:

T = f(taxay)
Y :g(t»xvy)
J,'(t()) = Xo
y (to) = vo
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Die Schrittweite der ¢; sei h, also t;41 — t; = h. Startpunkt ist (¢o,2o,¥yo), zu berechnen sind die Punkte
(tiyxiyi), 1 = 0,1,...,n. Dazu bestimme die Steigungen k1, ..., ks und l1,...,ls:

ki = f(ti,zi,y:)

L= g(t,ziy)

ke = f<ti+;,xi+gk17yi+;ll)
e = oo B )
ks = f(ti-i-g,xi—i—gkg,yi-i-glz)
ls =g (ti-f—g,xri-gkmyri-glz)
ky = f<ti+;laxi+gk37yi+gl3)
ls = g (ti+g,xi+gk3,yi+glg>

h
ko= o (ki 2k + 2k + k)
= G+ 2+ 2+ )
=tiy1 = ti+h
= Tip1 = z;+k
= Yiy1 = Yitl

Example 38. Rauber-Beute-Modell » Bussarde fressen Mause«

Example. Sei x (t) die Polulation®® der Beutetiere (Miuse) zur Zeit t. Sei y (t) die Population der Réuber
(Bussarde) zur Zeit . Dann ist die Wachstumsrate®! der M#use %, die der Bussarde % Die Wachstumsrate ist
stets '

(71) Wachstumsrate = Geburtsrate — Sterberate

Bezeichungen:

e Beute (Miuse)
Geburtsrate: gg = konst
Sterberate: sp - y; sie ist also proportional zur Population der Rauber y
e Réuber (Bussarde)
Geburtsrate: gp - = (genauer: die Uberlebensrate der Kiiken); sie ist also proportional zur Popu-
lation der Beute x
Sterberate: sy = konst

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun nach Gleichung 71:

(72) {

Zum Beispiel kénnte man mit dem »Runge-Kutta-Verfahren fiir 2 x 2-Systeme 1. Ordnung« das folgende
Anfangswertproblem berechnen; dabei sind zusétzlich zu Zahlen fiir das Gleichungssytem aus Gleichung 72
Anfangswerte der Population z (t), y (t) gegeben. Durch das Runge-Kutta-Verfahren erhdlt man dann die
Populationen fiir alle Zeitpunkte t; = tg + ih, i = 0,1,...,n, die Schrittweite sei h = 0, 2:

t=1,0-2—0,02 -2y
y=0,002-2y — 1,0y
x (0) = 300
y (0) = 100

=9gB — SBY N T = gpT — SpxY
= gRT — SR Y = grTY — SRY

< eS8 (8

234.h. die Anzahl
24Eine Funktion, die angibt, wieviele Tiere pro Zeiteinheit relativ zur aktuellen Population x als abhongiger Variablen
hinzukommen.
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6. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG
6.1. Kombinatorik.
Definition 50. Permutation

Definition. Sei M eine endliche Menge. Eine Anordnung der Elemente aus M in einer bestimmten Reihenfolge
heiftt Permutation von M.

Definition 51. Anzahl der Permutationen
Definition. Eine Menge M mit |M| = n Elementen besitzt n! Permutationen.

Beweis zu Definition 51: Zwischen der Position eines Elements in der Permutation und der Anzahl der (noch
nicht vorher gebrauchten) Werte, die es annehmen kann, besteht bei |[M| = n folgender Zusammenhang:
Position 1 2 3 o n
Moglichkeiten | n |n—1|n—2]...|1
Die Gesamtzahl der Permutationen betragt dann also: n-(n—1)-(n—2)-...-1=nl qed.

Example 39. Permutation der Menge M = {a,b, c}

Example. Gegeben sei die Menge M = {a, b, c}. Dann sind alle Permutationen von M in lexikographischer
Reihenfolge:
abc, acb, bac, bea, cab, cba

Das sind |M|! = n! = 3! = 6 (verschiedene) Permutationen in Ubereinstimmung mit Definition 51.
Definition 52. Permutation mit Wiederholung

Definition. Sei M eine Menge, in der einige Elemente in einer vereinbarten Weise als gleich angesehen werden.
Eine Anordnung der Elemente von M heiflt Permutation mit Wiederholung. Dabei gilt: zwei Permutationen
mit Wiederholung sind gleich, wenn sie durch Vertauschen »gleicher« Elemente ineinander iiberfiithrt werden
konnen.

Example 40. Permutation mit Wiederholung

Example. Eine Urne enthélt 2 rote und 1 schwarze Kugel. Die roten Kugeln seien nicht unterscheidbar. Dann
sind die Permutationen dieser Menge U = {r,, s}:

rTS, ST, STT
Definition 53. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung

Definition. Sei |M| = n. M enthalte k gleiche Elemente; alle anderen Elemente seien von diesen und unter-
einander verschieden. Es gibt dann genau P (n; k) = Z—,' Permutationen mit Wiederholung von M.

Beweis zu Definition 53: Sei P die Menge aller Permutationen mit Wiederholung iiber M. Sei p € P (d.h.
eine Permutation aus P). Kennzeichne die gleichen Elemente der Permutation p derart, dass sie untereinander

und von den anderen unterscheidbar sind. Durch Vertauschen der k bisher gleichen Elemente in p erhalt man
n!

k! Permutationen ohne Wiederholung fiir dieses p € P. = |P|k! =n! & |P| = 3.
Definition 54. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung bei mehreren gleichen Elementgruppen

Definition. Sei |M| = n. M enthalte jeweils K, Ko, ..., K, gleiche Elemente®® mit K + Ky + ...+ K, = n.
Es gibt dann genau
n!

P(n;KviQ""’KT):m

Permutationen mit Wiederholung.
Beweis zu Definition 54: Entspricht dem Beweis zu Definition 53 verbunden mit vollstédndiger Induktion.
Example 41. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung bei mehreren gleichen Elementgruppen

Example. Auf wieviele Arten lassen sich 3 rote, 2 schwarze und 4 griine Kugeln anordnen? Es ist die Anzahl
der Elemente n = 9. Die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung ist dann:

312141
Definition 55. k-Variation ohne Wiederholung (auch: »k-Permutation ohne Wiederholung«)

P (9;3,2,4) = = 1260

25D h. r unterscheidbare Elemente, die jeweils in Anzahlen von Ki, Ko, ..., K, gleichen vorkommen.
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Definition. Sei |M| = n, k& < n. Eine Folge (b1,bs,...,b;) von k verschiedenen Elementen aus M heifst
Variation k-ter Ordnung ohne Wiederholung (k-Variation ohne Wiederholung) (auch: »k-Permutation ohne
Wiederholung«). Der Spezialfall »n-Variation ohne Wiederholung« ist dann die Permutation. Eine andere
Beschreibung der k-Variation ohne Wiederholung ist: » Auswahl von k verschiedenen Elementen aus M mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge«.

Example 42. 2-Variation ohne Wiederholung

Example. Sei M = {a,b, c}. Dann sind alle 2-Variationen ohne Wiederholung von M:
ab, ac, ba, be, ca, cb

Definition 56. Anzahl der k-Variationen ohne Wiederholung

Definition. Eine Menge mit n verschiedenen Elementen besitzt

n! n! n
n-(n—1)-m-=2)-...-(n—k+1)= =k = (n—k;)!-k:!k!: ( k >k!

k-Variationen ohne Wiederholung?®.
Example 43. Anzahl der k-Variationen ohne Wiederholung

Example. In einer Urne seien 10 verschiedene Kugeln. Es werden 3 Kugeln nacheinander ohne Zuriicklegen

gezogen. Wieviele mogliche Reihenfolgen gibt es?
n! 10!
= =10-9-8="T720
(n—Fk)!  (10-3)!

Definition 57. k-Variation mit Wiederholung

Definition. Sei M eine Menge mit n Elementen. Sei k& € N. Eine Folge (b1, bs, ..., bx) von beliebigen nicht
notwendig verschiedenen Elementen aus M heifst Variation k-ter Ordnung mit Wiederholung (k-Variation mit
Wiederholung).

Example 44. 3-Variationen mit Wiederholung
Example. Sei M = {0,1}. Dann sind alle 3-Variationen mit Wiederholung:
000
001
010
011
100
101
110
111

Definition 58. Anzahl der k-Variationen mit Wiederholung
Definition. Sei |[M|= n. Dann gibt es genau n* k-Variationen mit Wiederholung von M.

Beweis zu Definition 58: Alle k-Variationen von M mit Wiederholung sind genau alle Elemente des karte-
sischen Produkts

k
MF =TI M ={(b1,ba,....bx) [ i=1,....k; b € M}
=1

Example 45. Anzahl der k-Variationen mit Wiederholung

Example. In einer Urne seien 10 verschiedene Kugeln. Es werden 3 Kugeln nacheinander gezogen, wobei
jede gezogene Kugel vor der Ziehung der néchsten zuriickgelegt wird (»Ziechen mit Zuriicklegen«). Wieviele
verschiedene Reihenfolgen sind mdglich? 102 = 1000.

Definition 59. k-Kombination

26VViederholung der Definition des Binominalkoeffizienten:

(3)=memm= ()
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Definition. Sei M eine endliche Menge, |M| = n. Sei k < n. Eine Auswahl (b1,...,b;) aus k verschiedenen
Elementen aus M, wobei ihre Reihenfolge unberiicksichtigt bleiben soll, heifst k-Kombination ohne Wiederho-
lung aus M.

Definition 60. Darstellung aller k-Kombinationen von M ohne Wiederholung

Definition. Merke: Die k-Kombinationen ohne Wiederholung sind genau die k-elementigen Teilmengen von
M. Man numeriert die Elemente aus M von 1 bis n und repréasentiert dann jedes Element durch seine Nummer,
d.h. man setzt M = {1,2,...,n}. Man hat dadurch in M jetzt die natiirliche Ordnungsrelation 1 <2 < ... <
n zur Verfiigung. Jede k-Kombination ohne Wiederholung ist nun auf genau eine Weise mit k aufsteigend
angeordneten Elementen darstellbar. Ein weiterer Vorteil ist, dass man nun mit den Elementen von M rechnen
kann, s.u..

Example 46. Darstellung aller 2- und 3-Kombinationen ohne Wiederholung
Example. Sei M = {1,2,3,4}. Dann sind alle 3-Kombinationen ohne Wiederholung;:
123,124,134,234
und alle 2-Kombinationen ohne Wiederholung
12,13,14,23,24, 34
Definition 61. Anzahl der k-Kombinationen ohne Wiederholung

Definition. M mit |M| = n besitzt genau ( Z

Beweis zu Definition 61: Aus jeder k-Kombination ohne Wiederholung kann man durch Bildung aller mog-
lichen Anordnungen der Elemente genau k! k-Variationen ohne Wiederholung herstellen (vgl. Definition 56).
So kann man jede k-Variation ohne Wiederholung von M erhalten. Verschiedene k-Kombinationen ohne Wie-
derholung liefern verschiedene k-Variationen ohne Wiederholung. Sei a die Anzahl der k-Kombinationen ohne
Wiederholung. Es gibt also a - k! k-Variationen ohne Wiederholung. Andererseits gibt es nach Definition 56
(nf—!k)! k-Variationen ohne Wiederholung. Also ist:

n! n! n
k) = —— e
R T T T B =R <k>qed

) k-Kombinationen ohne Wiederholung.

Example 47. Lotto 6 aus 49

Example. Wieviele verschiedene Moglichkeiten zu Tippen gibt es beim Lotto »6 aus 49«? Dies entspricht der
Anzahl der 6-Kombinationen ohne Wiederholung aus einer Menge mit n = 49 Elementen, also

<49> 49! 4948 -47-46-45-44

- - ~ 1,398 107
6 6! - 43! 1-2:3-4-5-6 ’

Example 48. Anzahl der Teilmengen einer Menge

Example. Wieviele 5-elementige Teilmengen besitzt eine 10-elementige Menge? Dies entspricht der Anzahl
der 5-Kombinationen ohne Wiederholung aus einer Menge mit n = 10 Elementen, also

10 10-9-8-7-6
( 5 >_ 1-2-3-4-5 =252

Definition 62. k-Kombination mit Wiederholung

Definition. Sei M eine endliche Menge, |[M| = n. Sei k € N. Eine Auswahl (b1, b, ..., bx) von k nicht notwen-
dig verschiedenen Elementen aus M, wobei die Reihenfolge unberiicksichtigt bleiben soll, heiftt k-Kombination
mit Wiederholung.

Definition 63. Darstellung aller k-Kombinationen von M mit Wiederholung

Definition. Stellt man M durch die Zahlen 1,2,...n dar wie in Definition 60 gezeigt, so kann man die
k-Kombinationen wie folgt definieren: Eine Folge (by,...,bx) von Elementen b; € M heifst:

e k-Kombination ohne Wiederholung, wenn gilt
by <by<...<bp, k<n
e k-Kombination mit Wiederholung, wenn gilt:
b1 <by<...<bg, keN
Definition 64. Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung von M

n+k—1

Definition. Sei M eine endliche Menge, |[M| = n. M besitzt genau ( I

) k-Kombinationen mit
Wiederholung.
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Beweis zu Definition 64. Sei M = {1,2,...,n}. Sei 8 = (b1, ba,...,b;) eine k-Kombination mit Wiederholung
aus M, d.h. by < by <... < by. Esgilt:
by <bs+1<by3+2<...<b+(k—1)
Folglich ist 3" = (b1,ba 4+ 1,b3 +2,..., by + (k — 1)) eine k-Kombination ohne Wiederholung aus M’ = {1,2,...,n + (k — 1)}*7

Sei nun umgekehrt 5 = (b}, b5, ..., b)) eine k-Kombination ohne Wiederholung aus M’, d.h. b} < b, < ... < b}.
Es gilt:

by <by—1<by—2<...<b,—(k—1)
Folglich ist 8 = (b,b5 —1,...,b;, — (k — 1)) eine k-Kombination mit Wiederholung aus M. Folglich ist die
Zurodnung 3 — (3’ umkehrbar eindeutig. Folglich besitzt M genausoviele k-Kombinationen mit Wiederholung

wie M’ k-Kombinationen ohneWiederholung, das sind ( " +Z -1 ), denn |M'| =n+k—1.

Example 49. Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung beim Wiirfeln

Example. 3 nicht unterscheidbare Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wieviele verschiedene Wiirfe gibt es?
Dies entspricht der Anzahl der 3-Kombinationen mit Wiederholung der Menge M = {1,2, 3,4, 5,6}, denn jeder
Wurf kann in der Form b; < be < b3 angeordnet werden. Mit k = 3, n = |M| = 6 ist das:

() () -

6.2. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in diesem Kapitel ist nur grob, sie wird in den folgenden Kapitel weiter verfeinert.

Definition 65. Zufallsexperiment

Definition. Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment mit folgenden Eigenschaften:

(1) Es ist unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar.

(2) Es ist genau eines von mehreren sich ausschliefenden Ergebnissen moglich. Die Menge der moglichen
Ergebnisse ist bekannt.

(3) Das Ergebnis ist zufallsbedingt, d.h. nicht vorhersagbar.

Nun mochte man gern eine Mafizahl haben, mit der sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines
Ereignisses A (d.i. eine Teilmenge der Ergebnismenge ): eine Menge mehrerer Ergebnisse) angeben ldsst:

Definition 66. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition. Ein Zufallsexperiment hat

e Eine Ergebnismenge €2, d.i. die Menge aller Ergebnisse.

e Ereignisse, das sind Teilmengen von (2.

e Wahrscheinlichkeiten P fiir das Eintreffen eines Ereignisses. Wenn alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich
sind (d.h. das Zufallsexperiment ist ein Laplace-Experiment; vgl. Kapitel 6.4), so ist die Wahrschein-
lichkeit definiert als:

Anzahl der giinstigen Ergebnisse | A]

P(A) = =
(4) Anzahl der moglichen Ergebnisse  |Q]

Es ist
0 < P(A) <1 fiir jedes A CQ

Man findet die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bei Zufallsexperimenten entweder durch Anhalts-
punkte im Versuchsaufbau selbst (wie in Beispiel 50) oder sonst rein empirisch durch Versuchsreihen.
Definition 67. Bezeichnungen bei Ereignissen
Definition. Sei 2 die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Seien A, B C ). Dann ist, unter Anwendung
von Mengenoperationen auf die Ereignisse, die ja Mengen sind:
e () das sogenannte »sichere Ereignis«, denn

€2
PQ)=—=1
€2
e () das sogenannte »unmégliche Ereignis«, denn
0
1€

27denn das Kleinste mogliche Element in 8’ ist das kleinste mogliche Element aus M (d.i. 1), das grofte mogliche Element aus
B’ ist n+ (k — 1) mit by = n, dem groRten moglichen Element aus M.
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e A:=Q\ A das Komplement von A.
» A U B tritt ein« identisch mit » A tritt ein oder B tritt ein«. Nur fiir AN B = () ist

P(AUB) =P (A)+ P (B)

» AN B tritt ein« identisch mit » A und B treten ein«

» A\ B tritt ein« identisch mit » A tritt ein und B tritt nicht ein«
» AN B = 0« identisch mit » A und B schliefen einander aus«

» A C B« identisch mit » Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein«

Example 50. Roulette

Example.

Experiment: Eine Kugel wird in eine rotierende Roulettescheibe geworfen, die in 37 mit 0,1,...,36
durchnummerierte Segmente geteilt ist.

Ergebnis: Die Zahl, auf der die auslaufende Kugel liegen bleibt.

Ergebnismenge: 2 ={0,1,...,36}

Ereignis: Beim Roulette kann ein Spieler auf eine einzelne Zahl oder auf eine Menge von Zahlen aus
Q setzen, z.B. auf das Ereignis A = {22,23,24}. Der Spieler gewinnt, wenn im néchsten Experiment
(Spiel) eine der Zahlen 22, 23 oder 24 Ergebnis ist. Man sagt dann »das Ereignis A ist eingetreten«.

Wahrscheinlichkeit: Sei A = {22,23,24}. Dann ist P (A) = % =3

Definition 68. Absolute und relative Haufigkeit
Definition. Sei €2 die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Sei A C 2. Man fiihre n Versuche durch. Die
Anzahl, mit der das Ereignis A in den n Versuchen eintritt, wird mit h, (A) bezeichnet und heiflt absolute
Haufigkeit von A. 7, (A) := w heifst relative Haufigkeit von A. Eigenschaften der relativen Haufigkeit:
Es gilt:
0
=0

hn(A) <n
rn (A) <1

IN A
IN

Da jeder (!) Versuch ein Ergebnis aus  liefert, gilt:
ho (1) =
=7r,(Q2) =1

3

Seien A, B C Q mit AN B = (. Es gilt:
hn, (AU B)
(73) =r, (AUB)

hn (A) + hy, (B)
Tn (A) + 7y (B)

Example 51. Relative Haufigkeit bei einem Zufallsexperiment

Example. Sei eine Urne U = {w,r,r, s, s,s}. Das Experiment sei Ziehen einer Kugel aus U, Farbe notieren,
Kugel zuriicklegen. Es ist = {w, r,s}. Seien A = {w}, B = {r}. Dann ist das Ereignis »Zichen einer weiflen
order roten Kugel« AU B = {w,r}. Es ist AN B = (), daraus folgt nach Definition 68:

hn(AUB) = h,(A)+ h, (B)
=r(AUB) = r,(A4)+r,(B)

Bei Zufallsexperimenten stellt man in der Regel fest, dass bei vielen Durchfiihrungen n die relativen Hau-
figkeiten r, (A) einer Ereignismenge A oft nur geringfiigig von einer bestimmten Zahl abweichen. Diese Zahl
nimmt man dann als Wahrscheinlichkeit an.

Example 52. Mendelsche Gesetze

Example. Man kreuzt die rote und weie Wunderblume (mirabilis jalapa), dabei tritt sog »intermediére
Vererbung« auf. Man erhélt durch Auszéhlen bei vielen Expmerimenten folgende relativen Haufigkeiten:

(1)
(2)

rot x weill =~ 100% rosa

rosa X rosa =~ 25% rot, ~ 25% weil, ~ 50% rosa

Daraus leitet man nun fiir das Experiment »Kreuzung von 2 rosa Wunderblumen« mit der Ergebnismenge
Q = {rot, weis, rosa} folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(rot) = 0,25
P (weiB) 0,25
P (rosa) 0,5
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Wichtig: die relative Haufigkeit ist eine empirische, gemessene Grofie. Die Wahrscheinlichkeit dagegen ist eine
Mafszahl fiir das Eintreffen eines Ereignisses bei einem noch nicht durchgefiihrten Experiment!

6.3. Wahrscheinlichkeitsraum. Gleichung 73 fithrte Kolmogoroff zu folgender Definition:
Definition 69. Wahrscheinlichkeitsraum

Definition. Sei Q2 eine endliche Menge (» Ergebnismenge«). Sei P eine Abbildung (» Wahrscheinlichkeit«), die
jeder Teilmenge (»Ereignis«) A C Q eine reelle Zahl zuordnet. Das Paar (€2, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum,
wenn gilt:

(1)
(74) 0<P(A)<1
fiir jedes Ereignis A C .

(75) P(Q)=1
(3)
(76) P(AfjUAU...UA,) =P(A1))+P(A2) +...+ P(Ay)
fiir paarweise einander ausschliefende Ereignisse Ay, Az, ..., A, C Q. Man ldsst auch abzéhlbar un-

endliche Ergebnismengen () zu. Dann lautet diese Bedingung:
P(A1UAU..) =) P(4))
j=1

fiir paarweie einander ausschliefende abzéhlbar unendlich viele Ereignisse Ay, Ao, ... C Q.
Definition 70. Folgerungen aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (Definition 69)
Definition. Fiir jedes Ereignis A C Q) gilt:

[ ]

(77) P(A)=1-P(A)

Beweis: Es ist:

N=AUAANA=0
Wegen Gleichung 75 ist P (Q) = 1, wegen Gleichung 76 ist P (Q) = P (A) + P (A). Also:

1 = P(A)+P(4)
= P(A) = 1-P(4)
P®) =0

Beweis: Es ist ) = Q. Wegen Gleichung 77 ist dann:
P0)=P(Q)=1-P(Q)
und aufgrund Gleichung 75 ist P () = 1, also:
PM)=1-1=0

(78) ACB=P(A)<P(B)
Sogenannte Monotonie. Beweis unter Verwendung von A C B= AN B = A:
B = QnNB
= (AUA)nB
(AnB)U (ANB)
= AU(ANB)

Nach Gleichung 74 ist P (Z N B) > 0. Mit Gleichung 76 folgt:
P(B) P(A)+P(ANB)
P (A)

Y

qed.
Definition 71. Satz iiber A, B C Q)
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Definition. Seien A, B C . Es gilt:
A\B=ANB

Beweis zu Definition 71. Die Identitit der Mengen A\ B und AN B zeigt man durch wechselseitige Beinhaltung:
o zeige, dass jedes © € A\ B in AN B enthalten ist:
r€A\B = ze€ANx¢B
= z€AANzEB
= x€ANB
e zeige, dass jedes z € AN B in A\ B enthalten ist:
r€ANB = xcAANxzeEB
= z€AANx¢B
= x€A\B
Definition 72. Satz iiber die Wahrscheinlichkeit von A, B C Q)
Definition. Seien A, B C Q. Dann gilt:
P(A\ B) :P(AHF) =P(A)—P(ANDB)
Beweis zu Definition 72. Unter Verwendung von Definition 71 gilt:
A = ANQ
= An(BUB)
= (ANnB)U(ANB)
= (ANnB)U(A\B)
Fiir die Wahrscheinlichkeiten folgt nach Definition 76:
= P(A) = P(ANnB)+P(A\B)
< P(A\B) = P(A)—P(ANnB)
qed.
Definition 73. Additionssatz iiber A, B C Q
Definition. Fiir A4, B C  gilt*®:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
Beweis zu Definition 73%°.
AUB = AQUQB
= A(BUB)U(AUA)B
= ABUABUABUAB
= ABUABUAB

Diese drei Ereignisse AB, AB, AB schliefen paarweise einander aus. Deshalb gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten
nach Definition 76:

P(AUB) = P(ABUAB)+ P (AB)
(An(BUB)) + P (AB)
(AQ) + P (AB)
(A) + P (AB)

P
= P
= P
(79) = P
Andererseits gilt:
B = OB
(AUA)B=ABUAB
= P(B) P(AB)+ P (AB)
& P(AB) = P(B)—P(AB)
Eingesetzt in Gleichung 79 entsteht:
= P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

28Tm Gegensatz zu Definition 76 gilt dieser Definitionssatz auch fiir einander nicht ausschlieffende Ereignisse A, B.
29Definition einer im Folgenden verwendeten Schreibweise: Seien zwei Mengen A, B. Dann ist AB := AN B.



64 MATTHIAS ANSORG
qed.
Festlegung eines Wahrscheinlichkeitsraums in der Praxis.
(1) Ergebnismenge definieren:
Q={w,...,wn}

(2) Definition der Wahrscheinlichkeitsfunktion P : Q — R mit*’
(a) P(w) >0 fiir jedes w € Q.
(b)

ZP(w):l

weN

(3) Unter Verwendung von Gleichung 76 setzt man dann, um die Axiome von Kolmogoroff (Gleichungen
74, 75, 76) zu erfiillen:

P(A):=Y P ()

weA
fiir jede A C Q.
Zusammenfassung: Axiome des Wahrscheinlichkeitsraums von Kolmogoroff.
(1)
0<P(4<1
(2)
P()=1
(3)
P(AjUAU...UA,) =P(A1))+P(A2)+...+ P(A)
fiir paarweise disjunkte (d.h. einander ausschliefende) Ereignisse A;.

Zusammenfassung: Folgerungen aus den Axiomen des Wahrscheinlichkeitsraums von Kolmogoroff.

P(A) =1-P(A)

P =0
Monotonie:
ACB= P(A)<P(B)
P(A\ B) :P(ADE) =P(A)—P(ANDB)
Additionssatz:

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

6.4. Laplace-Experimente. Dies ist eine Anwendung der Kombinatorik aus Kapitel 6.1.
Definition 74. Laplace-Experiment

Definition. Ein Zufallsexperiment heifst Laplace-Experiment, wenn gilt:

(1) Q ist endlich.
(2) Jedes Elementarereignis w € Q ist gleich wahrscheinlich. Es gilt daher:

Anzahl der giinstigen Ergebnisse  |A]

P (4)

~ Anzahl der moglichen Ergebnisse  |Q]

30Gchreibweise: Wir schreiben vereinfachend P (w) statt P ({w}).
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Beweis zu Definition 74. Es ist P (2) = 1. Mit Definition 76 folgt:

P(Q) = Pw)+P(w)+...+P(wy)
= np=1
1

Sei |A| = k. Dann ist nach Definition 76:

k
P(A) = ) P(w)
i=1
1k |A
ST ]
qed.
Example 53. Laplace-Experimente
Example.
e Wurf einer Kugel beim Roulette (Beispiel 50).
Q = {0,...,36}
1
= P = = —
(W)=p 3
o Wurf eines idealen Wiirfels
Q = {1,...,6}
1
= P = = -
(w)=p G
o Wurf einer idealen Miinze
Q = {w,z}
1
=Pw)=p = 3

e Kreuzung von Wunderblumen (Beispiel 52): Dies ist kein Laplace-Experiment.

Example 54. Laplace-Experiment »Ziehen einer Kugel aus einer Urne«

Example. Es sei U = {w,w,w, s, s,s,s}. Man kann dieses Experiment sowohl als Laplace-Experiment als
auch als Nicht-Laplace-Experiment betrachten. Merke: Manchmal kann man erst durch Wechsel der Betrach-
tungsweise die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses ermitteln.

e Betrachtung als Laplace-Experiment:

Q = {wi, w2, ws,s1,52,53,54}
1
= P(w) = ?
3

e Betrachtung als Nicht-Laplace-Expriment: 2 = {w, s}. Durch lange Versuchsreihen stellt man nun die
relativen Hiufigkeiten r,, (w) &~ 2, r,, (s) ~ 3 fest und setzt dann die Wahrscheinlichkeiten:

Example 55. Laplace-Experiment » Werfen von 2 idealen Wiirfeln«
Example.

o Bei unterscheidbaren Wiirfeln: Sei ¢ die Augenzahl des einen Wiirfels und j die Augenzahl des anderen
Wiirfels, dann liegt ein Laplace-Experiment vor und es ist:

Q = {G.j)|i=1,...,6;5=1,...,6}

1
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e Bei nicht unterscheidbaren Wiirfeln:

Q= {(1’1)5 (1’2)5 (153)7 (174)7 (175)7 (176)7
(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3:3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,4), (4,5), (4,6),
(5,5), (5,6),
(6,6)}
.. L fallsi=j
1,j) =14 36 R
P (i,7) { 11—8 falls i #£ j

Example 56. Laplace-Experiment » Lotto«

Example. Man zieht m Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln. Es ist m < n.
Dann ist 2 die Menge der m-Kombinationen ohne Wiederholung (d.h. es bleibt wie beim Lotto die Reihenfolge
der Kugeln unberiicksichtigt). Dann ist

1

= P(w) =
n

()
Fiir eine Ziehung »6 aus 49« heift das:
Q] = ( 469 ) — 13.983.816
S Pw) = L
“) T 13.983.816

Example 57. Laplace-Experiment »5 Runden Roulette«

Example. Ein Spieler setzt 5mal hintereinander beim Roulette auf 1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
P (E) des Ereignisses E = mindestens einmal 1?7 Die Ergebnismenge €2 ist die Menge aller 5-Variationen mit
Wiederholung von 37:

Q = {0,...,36}°
Q] = 37°

Das Ereignis F ist die Menge aller 5-Variationen mit Wiederholung von 37, die mindestens eine 1 enthalten.

Dann ist
_ 1Bl

9]
Was aber ist |E|? Merke: Manche Probleme sind tiber die Wahrscheinlichkeit des komplementéren Ereignisses
schneller 16sbar. Hier ist £ die Menge aller 5-Variationen mit Wiederholung von 37, die keine 1 enthalten. Es

ist also |E| = 36°, P (E) = ﬁ = % und damit

P(E)

P(E)=1-P(E) —1—£~0 128
B I TCRA
Example 58. Wahrscheinlichkeit der 6 bei zweimaligem Wiirfeln

Example. Das Experiment sei: zweimaliges Werfen eines Wiirfels. Was ist die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses I/ = mindestens einmal 67 Es ist die Ergebnismenge 2 die Menge der 2-Variationen mit Wiederhoung
von 6:

Q = {(i,7)]i=1,2,...,6;5=1,2,...,6}
= {1,2,...,6}°
=1Q = 6°=36
Sei
A = 6beim 1. Wurf = {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6),}
B = 6 beim 2. Wurf = {(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),}
=F = AUB

Die Anwendung des Additionssatzes (Definition 73) ergibt:
P(Ey=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
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Mit
ANB = {(6,6)}
~ P(ANB) = |AS|B|=%
wird

1 1 1 11
PE)=-4>——=—
(B)=5+5 36~ 3

Alternativ héitte man die Menge E = AU B direkt bestimmen kénnen:
E=AuB={(6,1),...,(6,6),(1,6),...,(5,6)}
und dann die zugehorige Wahrscheinlichkeit:

_E_ 1
P(E)= Q] 36

Example 59. Ziehen von k schwarzen Kugeln aus einer Urne ohne Zuriicklegen

Example. Eine Urne U enthalte n Kugeln, ndmlich m schwarze und n — m weifle. Das Experiment sei: Ziehe
r Kugeln aus U ohne Zuriicklegen, » < n. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E' »unter den r
gezogenen Kugeln befinden sich genau k schwarze«, k <r Ak < m?

Zur Losung denken wir uns die Kugeln durchnumeriert. Dann ist € die Menge aller r-Kombinationen ohne

Wiederholung von |U| = n Elementen. Da durch die zufillige Ziehung alle w € Q gleich wahrscheinlich sind,
ist dies nun ein Laplace-Experiment. Es ist
n
2-(1)

Berechung von |E|: E C Q, d.h. jedes Element aus E ist eine r-Kombinationen ohne Wiederholung aus U.
Sie muss genau k schwarze Kugeln enthalten. Wieviele Elemente hat E?7 Aus den insgesamt m numerierten

schwarzen Kugeln lassen sich k Stiick auf ( m

A ) Arten®! auswihlen. Jede dieser Auswahlen ldsst sich auf

( Z: ZL > Arten durch r — k weiffe numerierte Kugeln zu einer r-Kombination als Element von E ergénzen.
m n—m
s ()0
m\ (n—-m
|E| k r—k
P(E)=-— =
(E) Q) "
r

Ein alternativer Losungsweg: Wieder denken wir uns die Kugeln durchnumeriert, so dass ein Laplace-
Experiment entsteht. Nun nehmen wir an, dass bei der Ziehung die Reihenfolge beriicksichtigt wird, also ist
Q die Menge der r-Variationen ohne Wiederholung aus U. Dann ist nach Definition 56:

|Q|:<:>r!

Das Ereignis E ist nun die Menge aller r-Variationen ohne Wiederholung aus U, die k schwarze Kugeln
enthalten. Analog zu oben leite man her:

a-(1) (175 »

31Djie Anzahl der k-Kombinationen ohne Wiederholung von m, d.i. die Anzahl der Moglichkeiten der Ziehung von k < m
schwarzen numerierten Kugeln aus einer Urne ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.
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o (1) (10)

& (;})ﬂ

Example 60. 4 Richtige beim Lotto

Example. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto 4 Richtige zu haben? Dies ist eine Anwendung
von Beispiel 59: aus einer Urne mit n = 49 Kugeln, darunter m = 6 schwarze, ziehe man ohne Zuriicklegen
r = 6 Kugeln. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P (E), dass sich darunter genau k = 4 schwarze befinden?

o))

N—
.
o B
N
N——

(=}

(%)
13.545
= — " ~0,968-107°
13.986.816 ’
Example 61. Ziehen von k schwarzen Kugeln aus einer Urne mit Zuriicklegen
Example. (Dieses Beispiel entspricht Beispiel 59, nur werden die Kugeln mit Zuriicklegen gezogen). Eine
Urne U enthalte n Kugeln, ndmlich m schwarze und n — m weifle. Das Experiment sei: Ziehe r Kugeln aus U
mit Zuriicklegen, r < n. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A »unter den r gezogenen Kugeln
befinden sich genau k schwarze«, &k <r Ak <m?
Zur Losung denken wir uns die Kugeln wieder durchnumeriert, wie auch in Beispiel 59; dadurch entsteht ein
Laplace-Experiment. Dann ist €2 die Menge der r-Variatiuonen mit Wiederholung aus U. Also:

€] =n"
Nun konstruiert man die Elemente aus A: Seien 1,2, ... r die Platznummern der r-Tupel aus Q2. Es gibt ( I:' )

Moglichkeiten®?, daraus genau k Platznummern auszuwihlen. Jede solche Teilmenge von k Plitzen lisst sich
auf m”* Arten mit schwarzen Kugeln besetzen. Die nicht ausgewihlten r — k Plitze lassen sich analog auf
(n —m)" ™" Arten mit weifen Kugeln besetzen. Damit ist:

A= (g )ty

T r—
:ﬁ nr

(1) =-or

() (=)

Definition 75. Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A

P (A)

6.5. Bedingte Wahrscheinlichkeit.

Definition. Seien A, B C Q. P (A | B) wird gelesen als » Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A«
und bedeutet: Wahrscheinlichkeit von B unter der Voraussetzung, dass das Ereignis A bereits eingetreten ist.

Example 62. Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A

32Dje Anzahl der k-Kombinationen ohne ‘Wiederholung von r.
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Example. Das Zufallsexperiment sei Roulette mit Q = {0, ... 36}. Es sei:
A = (gerade Zahl #0) = {2,4,6,...,36}
B = (Zahl < 10)={0,1,...,9}
Dann ist:
BN A=1{246,8}
IBNAl 4 2

P(B|A)=

Al 18 9
Definition 76. Berechnung von P (B | A)
Definition. Sei P (A) > 0. Dann ist:
P(BNA)
P(B|A):=——
(B14):= "5

Fiir Laplace-Experimente gilt:

P(BNA) [BNA]| @ _|BNA]
PA) el Al 4]

Example 63. Bedingte Wahrscheinlichkeit beim Werfen von 2 idealen Wiirfeln

(80) P(B|A) =

Example. Das Zufallsexperiment besteht darin, beide Wiirfel gleichzeitig zu werfen. Es ist:

Q=1{1,2,3,4,5,6}"

A = (Summe 8)
= {(276)7(375)7(474)’(573)7(6’2)}
P(A) = %
B = (Beide Zahlen gerade)

Was ist P (B | A)? Es ist BN A = {(2,6),(4,4),(6,2)}, also P(BNA) = 2. Dann ist nach Defiition 76
die Wahrscheinlichkeit, dass beide Zahlen gerade sind unter der Bedingung, dass ihre Summe 8 ist, also das

Ereignis A schon eingetreten ist:
P(BNA) 3 36 3 [|BNA|

P(A) 3 5 5 A

Example 64. Bedingte Wahrscheinlichkeit beim Ziehen aus einer Urne

P(B|A) =

Example. Es sei eine Urne U = {w, w, w, s, s}. Das Zufallsexperiment sei Ziehen von 2 Kugeln nacheinander
ohne Zuriicklegen. Es seien

A = (1. Kugel w)
B = (2. Kugel w)

Was ist P (B | A)? Hier werden zwei Losungswege beschrieben um zu zeigen, dass man P (B | A) auf »logischem
Weg« (1. Losungsweg) oft einfacher ermitteln kann:

(1) A sei eingetreten. Dann hat U den Inhalt U’ = {w,w, s,s}. P (B | A) ist nun P (B) fiir U’, als Quotient
der giinstigen und der moglichen Ergebnisse:

2 1

(2) Man denke sich alle Kugeln in U durchnumeriert und ziehe 2 Kugeln ohne Zuriicklegen. Dann ist
die Menge aller 2-Variationen ohne Wiederholung aus U, || = 5 - 4. Das Ereignis A = (1. Kugel w)
(und die 2. Kugel beliebig) sei eingetreten, |A| = 3 - 4. Dann ist:

BNnA = (1. und 2. Kugel w)

|[BNA = 3-2
_|IBnA| 3-2 1

= P(B|A) = A 3.4 2

Definition 77. Multiplikationssatz
Definition. Seien A, B C Q. Es gilt:
(81) P(ANnB)=P(A)-P(B|A)
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Beweis zu Definition 77. Fiir P (A) > 0 folgt direkt aus Definition 76:

P(BNA
Py = CPEE
< P(BNA) = P(B|A)- P4
Fiir P (A) = 0 gilt: Aufgrund der Monotonie der Wahrscheinlichkeit (Gleichung 78) gilt:
(82) ANBCA=P(ANB)<P(4)

Mit einem Axiom von Kolmogoroff (Gleichung 74) ist 0 < P (A N B), Einsetzen in Gleichung 82 liefert
0<PANB)<P(A)=0=P(ANnB)=0
P(ANB) =0, P(A) =0 erfiillen den Multiplikationssatz (Gleichung 81), also ist der Beweis vollstandig.
Definition 78. Folgerung aus dem Multiplikationssatz
Definition. Wegen AN B = BN A gilt:
P(A)-P(B|A)=P(AnB)=P(BNA)=P(B)-P(A|B)

Definition 79. Verallgemeinerung des Multiplikationssatzes
Definition.

P(AinA;n...NA,) = P(A) - P(Ay|A)-P(A3| AN Ay)

‘P(As|AiNA3NAs)-...-P(Ay | A1NAsN...NA,_1)

Example 65. Multiplikationssatz beim Ziehen aus einer Urne

Example. Sei eine Urne U = {w, w,w, s, s}. Das Zufallsexperiment sei Ziehen von 2 Kugeln ohne Zuriick-
legen. Was ist die Wahrscheinlichkeit P (E) des Ereignisses F = {(w,w)}? Selen A = (1. Kugel ist w),
B = (2. Kugel ist w), so dass E = AN B. Dann ist aufgrund des Multiplikationssatzes:
31 3
PE)=P(ANB)=P(A)-PB|A)==---=—
(B)=P(ANB) = P(4)-P(B|A)== 5 ==
Zur Berechnung von P (B | A) = % vergleiche Beispiel 64.
Example 66. Verallgemeinerter Multiplikationssatz beim Losen

Example. Unter 20 Losen sind 3 Gewinne. Jemand kauft 3 Lose. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind es
lauter Nieten? Sei A; = (i. Los ist eine Niete), ¢ = 1,2, 3. Gesucht ist also P (43 N A2 N A3), die Losung ist
mit P (A1) = 35, P (Ay | A1) = 18, P(A3 | Ay N Ay) = 15

P(A1NAsnNA3) = P(A1) P(Ax| A1) -P(As]| A1 N Ag)
17 16 15 34

20 19 18 57
Definition 80. Stochastische Unabhéngigkeit

Definition.
e 2 Ereignisse A und B heifien stochastisch unabhéingig (auch: »statistisch unabhingig«), wenn gilt:
P(ANnB)=P(A)- - P(B)
e n Ereignisse Aj, Ao, ..., A, heifien stochastisch unabhéngig (auch: »statistisch unabhéingig«), wenn
ilt:
° P(A1nAsn...NA,)=P(A41) - P(Ay)-...-P(Ay)
Der Nachweis dieser stochastischen Unabhéngigkeit ist auf »logischem Weg« oft einfacher. Der Multiplika-
tionssatz besagt ja:
P(AnB) = P(A)-P(B|A)
= P(A|B)-P(B)=P(ANDB)
die stochastische Unabhéngigkeit besagt aber:
P(AnB)=P(A)-P(B)

Also ist bei stochastischer Unabhéngigkeit P(B) = P (B | A), P(A) = P(A| B). Das heifst: Sind A und
B stochastisch unabhéngig, dann ist das Eintreten von B (bzw. A) vollig unabhingig vom Eintreten des
Ereignisses A (bzw. B).

Example 67. Stochastische Unabhéngigkeit beim Werfen einer Miinze
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Example. Eine ideale Miinze wird 3mal geworfen. Es sei:

E = (2xz dann 1 x w)
A = (z beim 1. Wurf)
B = (z beim 2. Wurf)

C (z beim 3. Wurf)
=E = AnBnC

Jedes der Ereignisse A, B, C ist von den beiden anderen unabhéingig, es gilt:

P(A)=P(B)=P(C) = -

N

= P(E)=P(A)-P(B (

Example 68. Stochastische Unabhéngigkeit beim Zielschieflen

Example. Zwei Schiitzen versuchen Zielscheiben zu treffen. Es seien:

E = (genau ein Schiitze trifft)
A = (1. Schiitze trifft)
B = (2. Schiitze trifft)

71

Die Treffsicherheit beider Schiitzen ist unabhingig, also sind die Ereignisse A und B, A und B, A und B

jeweils voneinander unabhéingig. Es sei bekannt: P (A) = 3, P (B) = %. Dann ist:
=(AnB)U(ANB)

Wegen stochastischer Unabhéngigkeit ist P (AOE) = % . % = i und P (ZOB) = % . % = é. Mit dem
Additionssatz (Definition 73) folgt:
_ _ N 1 1 5
P(E)y=P(ANB)+P(ANB)-P(ANBNANB) = 1t PO =5
Example 69. Stochastische Unabhéngigkeit bei einem Urnenexperiment
Example. Es sei eine Urne U = {1,2,...,120}. Das Zufallsexperiment sei »Ziehen einer Nummer aus der
Urnex. Es ist:
Ay (Nummer durch 2 teilbar) = {2,4,...,120}
As = (Nummer durch 3 teilbar) = {3,6,...,120}
Ay = (Nummer durch 4 teilbar) = {4,8,...,120}
Q = {1,2,...,120}
60 1
P(A = — ==
> P(42) 120 2
40 1
P(A = — ==
(4s) 120~ 3
30 1
P(A = — ==
(40) 120 4

Welche der Ereignisse As, As, A4 sind nun voneinander abhéngig, welche unabhéngig?

AsNAs = (Nummer durch 6 teilbar) C Q
20 1
P(AQ n Ag,) = m = 6
1 1
= 57 3=P(A) P(4)

Also sind A und As voneinander stochastisch unabhéngig.
[ ]

AyNAy = Ay
P(AQOA;L) = (A4)_i
1 1
¢ L1 by Py

Also sind As und A4 voneinander stochastisch abhéngig.
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P(Bl"*l/\\ /\\ N

B, B,.. B, B,.. B, B,..B,
P(C1|51“A1)‘
C,

ABBILDUNG 23. Schema eines Ereignisbaums

O

w S w S

ABBILDUNG 24. zweistufiges Ziehen aus einer Urne

6.6. Ereignisbdume.
Definition 81. mehrstufiges Zufallsexperiment

Definition. Eine endliche Folge von Zufallsexperimenten heiflt Zufallsprozess oder mehrstufiges Zufallsexpe-
riment.

Ein anschauliches Hilfmittel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten eines mehrstufigen Zufallsexperiments
ist der Ereignisbaum (vgl. Abbildung 23). Konstruktionsvorschrift:

e An die Kante OA; notiere P (A4;)
e An die Kante A;B; notiere P (B; | A;)
e ...
Verfahren zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten eines mehrstufigen Zufallsexperiments mittels Ereig-
nisbaums: Sei E die Vereinigung von mehreren der disjunkten Ereignisse / Ergebnisse F1, ..., Ej, die in einer
Ebene des Ereignisbaumes auftreten.

(1) Suche die Pfade, die von 0 zu Ey, ..., Ej fiilhren.
(2) Multipliziere die Wahrscheinlichkeiten langs jeden Pfades. Man erhilt P (Ey),..., P (Eg).
(3) Esist P(E) =P () +...+P(E).

Example 70. zweistufiges Ziehen aus einer Urne

Example. Sei eine Urne U = {w, w, s, s, s, s}. Es werde folgendes zweistufiges Zufallsexperiment durchgefiihrt:
ziehe die erste Kugel ohne Zuriicklegen; ziehe die zweite Kugel ohne Zuriicklegen. Seien fiir die erste Stufe die
Ereignisse:

Ay = (ziehe w)

As = (ziehe s)
und fiir die zweite Stufe die Ereignisse

By = (ziehe w)

By = (ziehe s)

Den zugehorigen Ereinisbaum zeigt Abbildung. Daraus lasst sich fiir das Ereignis
E; = (1. und 2. Kugel gleichfarbig) = {ww, ss}
leicht die Wahrscheinlichkeit ermitteln:
P(Ey) =
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ABBILDUNG 25. Ereignisbaum zur totalen und relativen Wahrscheinlichkeit

M, M, M, M,
o,oy w,gs o,c;/ \0,99 o,cy Q,% o,cy Q,gs
def def def def def def def def

ABBILDUNG 26. Produktionsanteile und Ausschuss bei der Chipproduktion

Example 71. Urnenexperiment zu totaler Wahrscheinlichkeit und der Formel von Bayes

Example. Gegeben seien 3 Urnen

Ul = {w,’UJ, S}
Uy, = {w,w,s,s}
Us = {w,s, s}

Das Zufallsexperiment sei: wihle zuféllig eine Urne und ziehe daraus zufilllig eine Kugel.

e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P (s), eine schwarze Kugel zu ziehen? Dies ist die sog. totale Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses s, im Unterschied zu den sog. relativen Wahrscheinlichkeiten P (s | Uy),
P (s|Us), P(s|Us). Aus dem Ereignisbaum (Abbildung 25) ergibt sich:

P(s) = P(U1) P(s|U)+P(Uz) P(s|Uz)+P(Us) P(s|Us)

11 1 1 1 2 1

3 3 * 3 2 * 3 3 2

e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P (U | s), dass die gezogene schwarze Kugel aus der Urne Uj
stammt? Die Wahrscheinlichkeit, dass s aus U; stammt, ist nach Gleichung 80 der Quotient der Wahr-
scheinlichkeit des gilinstigen Ergebnisses (Pfad OU;s) durch die Wahrscheinlichkeit aller Ergebnisse

unter der Voraussetzung des Ereignisses s (d.i. P (s) aus voriger Frage, die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Pfade, die zu einem s fiihren):

PU)-P(s|Uy) 2

P (s) 9

PUi]s) =

Example 72. Speicherchipproduktion

Example. Maschinen My, My, M3, M, produzieren Speicherchips wie folgt:

| [ My [ My | My | My |

Anteil an der Gesamtproduktion | 10% | 20% | 30% | 40%
Ausschuss 2% | 1% | 4% | 2%

Es wird zuféllig ein Chip aus der Gesamtproduktion gezogen. Zugehoriger Ereignisbaum siehe Abbildung 26.

e Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit P (def), dass der gezogene Chip defekt ist (sog. totale Wahrschein-
lichkeit)?

P(def) = 0,1-0,02+0,2-0,01+-0,3-0,04+0,4-0,02
0,024

e Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit P (M3 | def), dass ein gezogener defekter Chip von M3 stammt?
Nach Gleichung 80 gilt:

P (M | def) = P (Mj)-P(def| M) 0,012 1

P (def) © 0,024 2
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ABBILDUNG 27. Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten bei der Diagnose einer Krankheit

ABBILDUNG 28.

Example 73. Wahrscheinlichkeiten bei der Diagnose einer Krankheit

Example. 1% aller Menschen leide an Diabetes. Seien die Ereignisse K = (Person ist krank) und A =
(Krankheit diagnostiziert). Beim Diagnosetest werde bei Kranken mit einer Wahrscheinlichkeit von P (A) =
0,95 die Krankheit erkannt und bei Gesunden mit einer Wahrscheinlichkeit von P (Z) = 0,999 die Gesundheit.
Den zugehérigen Ereignisbaum zeigt Abbildung 27.

o Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P (K | A), dass eine als krank diagnostizierte Person wirklich krank
ist? Nach Gleichung 80 ist:
P(K)-P(A|K)
P(K) -P(A|K)+P(K)-P(A|K)
= 0,906

P(K|A) =

e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P (F | Z), dass eine als gesund diagnostizierte Person wirklich
gesund ist? Nach Gleichung 80 ist:

o P(E) P (A|E)

P(K|A) = — — —
(K14) P(K)-P(A|K)+P(K)-P(A|K)
= 0,9995
7. UBUNGSAUFGABEN
7.1. Aufgabe (Nr?)
7.1.1. Aufgabenstellung. Berechnet wurden die Fourierkoeffizienten bis zu einer geraden Zahl n: ag, a1, . .. ap—1, (an).

Es ist natiirlich ag = a,,. Beweisen sie: In der graphischen Darstellung sind die Re (aj) symmetrisch bzgl. einer
senkrechten Achse 4 entsprechend Abbildung 28 Man verwende die Losung der Aufgabe 10.6a; hier wurde fiir
alle k € Z bewiesen:

Up4k = Ak
Aus der Vorlesung ist bekannt:

A — AQ_k

7.1.2. Lésung. Aus den gegebenen Gleichungen folgt:

p—f = Q) =0
= Gp_k = G
= Re(an—r) = Re(ay)

Ebenso kann eine Punktsymmetrie in der graphischen Darstellung der Imaginérteile I'm (ax) bewiesen werden:
= Im(an_r)=—Im(ag)
7.2. Aufgabe 8.1.

7.2.1. Aufgabenstellung. Zeigen sie, dass

nd 21'rik.j_ nﬁirk:O
€ T\ 0firk#£0

mit k=0,+1,...,4(n—1)
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2mi

7.2.2. Lisung. Man setzt ¢ = e F, so dass wird:

n—1
=) = +d +¢+. g
§=0

Dies ist die geometrische Reihe oder Partialsumme. Bei einer geometrischen Folge dagegen stdnden Kommata
statt den Pluszeichen. Herleitung der Formel fiir das Ergebnis der geometrischen Reihe:

S = ¢+ +F+.  +g
S-q = q1+q2—|—q3+...—‘rqn

Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt:

5-5q = ¢ -¢"
©S1l-q = -
0 n n
q —q 1—¢q
<:> S = =
1—gq 1—gq
Also:
n—1 1 _n
> Yo =
i=0 1-4q

Fir k = 0 entsteht sofort:
n—1 ) n—1
e R0 — Zeo =n-e®=n
0 =0

<

Fiir k£ # 0 entsteht fiir ¢™:
;= (e%k) _ p2mik
= cos(27k) +i-sin(2wk) =1
n—1

. 1-1 0
S
— 1—¢q 1—¢q

<

Es muss gleichzeitig 1 — ¢ # 0 < ¢ # 1 sein: Mit k =0,£1,...,£(n — 1) kann ¢ = e’k nie einen Exponenten
haben, der ein Vielfaches von 7 ist, aufer fiir & = 5. Fiir diese Ausnahme entsteht k& = —1, also auch kein
Problem.

7.3. Aufgabe 11.1 a.
7.3.1. Aufgabenstellung. Berechnen Sie mit dem Euler-Verfahren folgendes Anfangswertproblem:
y=x-y
A =
W= 0

Die erste Zeile eines solchen Anfangswertproblems enthélt immer(!) ¢’ = f (z,y). Die Schrittweite ist vorgege-
ben mit h =0, 1.

Yi

I (@i, y4)

7.3.2. Lésung. To =1

Yo = 2

f(3307y0) = To — Yo =

Y1 :y0+h'f(I07y0):179

flxy,y) =21 —y1 = 1,1

(3
0
1 I1:I0+h:1,1
2| xo=x1+h=1,2

Y2 :y1+h'f(xlay1) = 179+0a1(_078) = 1782

7.4. Aufgabe 11.1 b.

7.4.1. Aufgabenstellung. Berechnen Sie mit dem Heun-Verfahren folgendes Anfangswertproblem:

w={ "5

Die Schrittweite ist vorgegeben mit h = 0, 1.
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7.4.2. Lésung.

Yo = y(zo)

ki +k .
Yit1 = yi+h12 2 it

kv = f(xiy)

ky = f(xi+hyi+hk)

i = 0,1,2,....n
L] = i | by = J (i, yi) | ke = f(xi + h,yi + hk1) | k=hdke
0 .’L‘o:l y0:2 k’lzf(al‘(),yo):—l k2:1,1—(2+0,1(—1)):—0,8 k:—0,9

Tlaor=1,1] yi=yo+hk=1,91 |k =f(z1,y1)=—0,81 | ks =1,2— (1,91 —0,081) = —0,629 | k = —0, 7195

2 [ 25 =1,2 | y2 = y1 + hk = 1, 83805

7.5. Aufgabe 11.3.
7.5.1. Aufgabenstellung. Berechnen sie manuell die Ndherungswerte yg, y1 mit 6 Nachkommastellen fiir das

Anfangswertproblem
r_
nolv=2-y
=10

mit Schrittweite h = 0,1, wobei das Runge-Kutta-Verfahren einzusetzen ist.

| o+ ... | y0—|— ‘ K17...,K4 |
ro =1 Yo =2 ki = f (wo,90) = —1
7.5.2. Lésung . | xo+ 2 =1,05 Yo+ 5k =2+0,05 (—1) = 1,95 ks = —0,9

zo+2=1,05| yo+ 2k =2+0,05-(0,9)=1,955 ks =1,05— 1,955 = —0,905
zo+h=1,1 [ yo+hks=2+0,1-(—0,905) =1,9095 | ks = 1,1 — 1,9095 = —0, 8095

o =

(ky + 2ky + 2ks + k)
0,1

=Yi+1 = Yi+

24 = (—1—1,8—1,81 — 0,8095)
1, 909675
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