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1. Gauß-Elimination

Ziel ist die Entwicklung eines Programms zur Gauß-Elimination. Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem
mit n Unbekannten x1, . . . , xn und n Zeilen:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

Darstellung in Matrix-Form:
Ax = b

bzw. ausführlicher:  a11 . . . a1n

...
an1 . . . ann


 x1

...
xn

 =

 b1
...
bn


A: Koeffizientenmatrix
b: rechte Seite
(A, b): erweiterte Koeffizientenmatrix; beim Programmieren schreibt man den Lösungsvektor nicht.
x: Lösungsvektor (auch: »Unbekanntenvektor«)

1.1. Verfahren der Gauß-Elimination. Die Gauß-Elimination besteht aus zwei Etappen:
(1) Vorwärts-Elimination (bzw. einfach »Elimination«). Ziel ist hier, aus dem LGS ein Gleichungssystem

in oberer Dreiecksform herzustellen.

c11x1 + c12x2 + . . .+ c1nxn = c1(1)
c22x2 + . . .+ c2nxn = c2

. . .

cnnxn = cn

(2) Rückwärts-Substitution (bzw. einfach »Substitution«). Dazu löst man das LGS 1 von unten nach oben
auf:

xn =
cn
cnn

Wenn das LGS genau eine Lösung besitzt, so wird hier nie durch 0 dividiert, was mathematisch
bewiesen werden kann. Dies wird später vorausgesetzt. xn wird nun in die vorletzte Zeile eingesetzt,
und man löst nach xn−1 auf. xn, xn−1 setzt man dann in die drittletzte Zeile ein und berechnet xn−2

usw.
Annahme: Das Gleichungssystem Ax = b besitze genau eine Lösung, d.i. einen Lösungsvektor x. Dazu muss
A nichtsingulär sein, d.h. per Definition es existiert A−1, d.h die Determinante der Koeffizientenmatrix muss
6= 0 sein: det (A) 6= 01. In der Praxis können durch Rundungen kleiner Zahlen im Computer diese zu 0 werden.

Example 1. LGS mit Gauß-Elimination ohne Pivotsuche lösen

Example.

x1 − 4x2 − 2x3 = −2(2)
2x1 − 5x2 − 3x3 = −1(3)

−3x1 + 11x2 + 7x3 = 1(4)

Das folgende Verfahren der Gauß-Elimination ohne Pivot-Suche kann zu Problemen aufgrund Division durch
0 führen.

(1) Elimination.
• Die erste Zeile (Gleichung2) bleibt erhalten.
• Die zweite Zeile (Gleichung 3) wird ersetzt durch Gleichung 2 minus 2·Gleichung 3.
• Die dritte Zeile (Geichung 4) wird ersetzt durch Gleichung 2 plus 3·Gleichung 4.

x1 − 4x2 − 2x3 = −2(5)
3x2 + x3 = 3(6)
−x2 + x3 = −5(7)

• Die erste und zweite Zeile (Gleichungen 5, 6) bleiben erhalten.

1Stoff der Vorlesung Mathematik 1.
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• Die dritte Zeile (Gleichung 7) wird ersetzt durch Gleichung 6 plus 1
3 ·7. Dadurch entsteht die

gesuchte obere Dreiecksform:

x1 − 4x2 − 2x3 = −2(8)
3x2 + x3 = 3(9)

4
3
x3 = −4(10)

(2) Substitution.
• Gleichung 10 liefert x3 = −3.
• Eingesetzt in Gleichung 9 erhält man x2 = 2
• Beide Lösungen setzt man in Gleichung 8 ein und erhält x1 = 0.

Verfahren der Gauß-Elimination ohne Pivot-Suche wie in Beispiel 1:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1(11)
...(12)

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn(13)

(1) Erster Eliminationsschritt. Erzeuge Nullen in den Koeffizienten a21, . . . , an1: Multipliziere Gleichung
11 mit a21

a11
und Subtrahiere ai1, i ∈ [2, n] davon. Das funktioniert natürlich nur, wenn a11 6= 0 - dieses

wichtige Element heißt deshalb Pivot (franz. für »Dreh- und Angelpunkt«). Als Ergebnis entsteht:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a′22x2 + . . .+ a′2nxn = b′2
...

a′n2x2 + . . .+ a′nnxn = b′n

(2) Zweiter Eliminationsschritt. Man verwendet das Restgleichungssystem ab der zweiten Zeile als LGS
und wiederholt den ersten Eliminationsschritt. Dabei ist dann a′22 das Pivot-Element, denn man mul-
tipliziert die Zeilen ja mit −a

′
32
a′22

. Diese Schritte wiederholt man, bis die obere Dreiecksform erreicht
ist.

Definition 1. Pivot-Element

Definition. Die Elemente a11, a
′
22, a

′′
33, . . . , a

(n−1)
nn heißen Pivot-Elemente. Wenn ein Pivot-Element 0 ist, kann

der Gauß-Algorithmus in dieser Form ohne Pivot-Suche nicht durchgeführt werden - es müssen Spalten oder
Zeilen vertauscht werden, so dass man ein Pivot 6= 0 verwendet.

Wenn man weiß, dass das gegebene LGS eine eindeutige Lösung hat, so gibt es ein stets Pivot-Element 6= 0.
Man wählt dann stets das betragsgrößte Element als Pivot-Element, weil dann die Wahrscheinlichkeit, dass 0
durch Rundung im Rechner entsteht, am geringsten ist (»die Stabilität des Verfahrens wird erhöht«), auch wird
die Genauigkeit gesteigert. Diese Spaltenpivot-Suche wird konsequenterweise erweitert zur Gesamtpivot-Suche:
man wählt das größte Element in der gesamten Koeffizienten-Restmatrix als Pivot. Bei der Spaltenvertauschung
wird gleichzeitig die Stellung der Unbekannten vertauscht, was bei Programmierung mit einem Array nicht
nachvollzogen werden kann. Man muss im Programm also gesondert »Buch führen«. Die Gesamtpivotsuche ist
das stabilste Verfahren - Rundungsfehler wirken sich i.A. nicht so negativ aus wie bei der Spaltenpivotsuchen;
sie dauert aber sehr lange, da n2 Zahlen überprüft werden müssen (statt n Zahlen bei der Spaltenpivotsuche).
Deshalb wendet man bei zeitkritischen Anwendungen bei sehr großen Gleichungssystemen die Spaltenpivotsu-
che an.

Example 2. Gauß-Eliminationsverfahren mit Spaltenpivot-Suche

Example.  1 2 3
3 1 −4
0 7 2

 x1

x2

x3

 =

 7
0
−3


Das größte Element in einer Spalte heißt »Pivot« (franz. für »Drehpunkt, Angelpunkt«). In der ersten Spalte
ist das 3. Die Zeile, in der dieses Pivot vorkommt, speichert man mit der ersten Zeile und kommt zur erweiterten
Koeffizientenmatrix:  1 2 3 7

3 1 −4 0
0 7 2 −3

 −→
 3 1 −4 0

1 2 3 7
0 7 2 −3





VORLESUNGSMODUL PRAKTISCHE MATHEMATIK - VORLMOD MATHE3 - 5

Man multipliziert nun die zweite Zeile mit − 1
3 und ersetzt die zweite Zeile durch die Differenz der ersten

beiden, um 0en in der ersten Spalte unterhalb der ersten Zeile zu produtieren: 3 1 −4 0
0 5

3
13
3 7

0 7 2 −3


Auf die sog. »Restmatrix« wendet man nun dasselbe Verfahren an, d.h. das Spaltenpivot sucht man immer
nur interhalb der Hauptdiagonalen:(

5
3

13
3 7

7 2 −3

)
−→

(
7 2 −3
5
3

13
3 7

)
Angewandt auf die ganze Matrix sieht das so aus: 3 1 −4 0

0 7 2 −3
0 5

3
13
3 7

 −→
 3 1 −4 0

0 7 2 −3
0 0 81

21
162
21


Jetzt ist die sog. Dreiecksform entstanden, womit die Eliminationsetappe beendet ist. Im Gleichungssystem:

3x1 + x2 − 3x3 = 0
7x2 + 2x3 = −3

81
21
x3 =

162
21

Dann folgt als zweite Etappe die Rückwärtssubstitution, von unten nach oben:

x3 = 2

in die zweite Zeile:
7x2 + 4 = −3⇒ x2 = −1

in die erste Zeile:
3x1 − 1− 8 = 0⇒ x1 = 3

Example 3. Programm zur Gauß-Elimination mit Spaltenpivot-Suche

Example. Dieses Programm ist für die Praxis nur eingeschränkt tauglich, da in der Praxis weit größere Glei-
chungssysteme vorkommen. Mit der Spaltenpivot-Suche wird erreicht, dass das Programm stabiler wird: Fehler
vergrößern sich weniger stark von selbst, das Programm stürzt weniger oft ab. Es gibt auch wesentlich bessere
Verfahren zum Lösen von Gleichungssystemen; sie basieren auf Iterationsverfahren mit einer Art Matrixmulti-
plikation, so dass auftretende Fehler selbstkorrigierend sind. Jedoch tritt auch dort eine gewisse Ungenauigkeit
aufgrund von Rundungen auf.

Datenstruktur: Man verwende ein hinreichend großes Feld, das auch Verwaltungsinformationen aufneh-
men soll wegen der später zu realisierenden Gesamtpivot-Suche, wo Spalten vertauscht werden und deshalb
Unbekannte an andere Stellen kommen. Wir verwenden eine (n+ 1)× (n+ 2)-Matrix:

a00 a01 . . . a0n b0
a10 a11 . . . a1n b1
...

...
an0 an1 . . . ann bn

Die erweiterte Koeffizientenmatrix wird gespeichert in dem Teil a11 . . . bn dieser Matrix. In der ersten Zeile und
ersten Spalte werden Verwaltungsinformationen gespeichert. Wird keine Pivot-Suche durchgeführt, so kann das
Programm aufgrund Division durch 0 abstürzen. Bei Spaltenpivotsuche kann theoretisch keine Division durch
0 auftreten, wenn das Gleichungssystem eindeutig lösbar ist - jedoch kann durch Rundungen eine Zahl zu klein
und damit 0 werden. Deshalb verwendet man hier später die Spaltenpivotsuche.

Entwurf des Programms:

#include<stdio.h>
#include<math.h> //ggf. Compileroption -lm
#define N 3 //Matrixgroesse, hier klein
double a[N+1][N+2]; //erweiterte Koeffizientenmatrix
double x[N+1]; //Loesungsvektor

void read_a(void); //globale Variablen aus didaktischen Gruenden ...
void eliminate(void); //bildet die Dreiecksmatrix
void substitute(void); //Substitution
void spaltenpiv(int i); //i: Zeilennummer; aufgerufen von eliminate, vertauscht die Zeilen entspr. Pivotisierung
void write_x(void);
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Elimination: Die erweiterte Koeffizientenmatrix mit den dazugehörigen Operationen zur Elimination ist unter
der Voraussetzung der Pivotisierung der ersten Zeile (a11 6= 0):


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
an1 an2 . . . ann bn

 −a21
a11
· I

...
−an1
a11
· I

Dabei wird im Programm a21
a11

mit der Variablen q bezeichnet, die Variable piv hat hier a11 als Inhalt. Die
Prozedur ist dann:

void eliminate(void) {
int i,j,k;
double piv,q;
for (i=1; i<=N; i++) { // i<N genuegt

// hier später spaltenpiv oder gesamtpiv aufrufen
spaltenpiv(i); // Pivot in Spalte i suchen; sorgt dafür, dass in der Diagonalen garantiert ein Element !=0 steht.
// z.Zt. ohne Pivotisierung programmiert
// i zaehlt die Eliminationsschritte
piv=a[i][i];
for (j=i+1; j<=N; j++) {

q=a[j][i]/piv;
for (k=i; k<=n; k++)

a[j][k] -= a[i][k]*q;
}

}
}

Spaltenpivot-Suche für die i-te »Restmatrix«:

a11 . . . . . . . . . . . . b1
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 0 aii . . . ain bi
...

...
... . . .

...
...

0 0 aji . . .
...

...
...

...
... . . .

...
...

0 0 ani . . . ann bn

Aufgabe der Prozedur Spaltenpivot: Suche in der i-ten Restmatrix aii . . . bn das betragsgrößte Element aji und
vertausche die j-te und i-te Zeile.

void spaltenpiv(int i) {
int z,s,maxz; //maxz ist Zeilenindex des betragsgroessten

//Elements der Spalte i
double t;
maxz=i;
//Maximumbestimmung:
for (z=i; z<=N; z++)

if (fabs(a[z][i]) > fabs(a[maxz][i])) maxz=z;
//Vertausche Zeile maxz mit Zeile i:
for (s=i; s<=n+1; s++) {

//n+1, da auch die Elemente b vertauscht werdern muessen
t=a[i][s];
a[i][s]=a[maxz][i];
a[maxz][s]=t;

}
}

Die Prozedur substitution: Nach der Prozedur eliminate hat die Matrix die folgende Dreiecksform:
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a11x1+ . . . . . . . . . . . . +a1nxn = b1
. . .

...
ajjxj +ai,j+1xi+j + . . . +ajnxn = bj

. . .
...

. . . annxn = bn

Die Lösungsbildung durch Substitution geschieht in zwei for-Schleifen:
void substitute(void) {

int j,k;
double t;
for (j=N; j>=1; j--) {

t=0.0;
// Summation
for (k=j+1; k<=N; k++)

t += a[j][k]*x[k];
x[j]=(a[j][N+1]-t)/a[j][j];

}
}

Ausgabe des Lösungsvektors für die Spaltenpivotsuche2:
void write_x (void) {

int i;
for(i=1; i<=N; i++)

printf(" x%d=%15.6f",i,x[i]);
printf("\n");

}

1.2. Gauß-Eliminination mit Gesamtpivotsuche. Wir betrachten den i-ten Eliminationsschritt: Die erste
Zeile a01 . . . a0n beinhaltet den Index des Koeffizienten der jeweiligen Spalte. Zur Ausgabe muss man also mit
diesem Index vergleichen.

2. Interpolation und Approximation

2.1. Interpolation. Eine Funktion f (x) sei nur durch eine Wertetabelle gegeben, d.h. für einige Argumente
(sog. »Stützstellen«) x0, x1, . . . , xn seien (evtl. nur angenäherte) Funktionswerte yi = f (xi), i = 0, . . . , n
bekannt. Gesucht sei ein Funktionswert f (x̂), x̂ 6= xi, i = 0, . . . n3. Der Wert f (x̂) heißt Zwischenwert oder
Interpolischer Wert.

Der Lösungsweg heißt »Interpolation«. Das heißt: Man legt durch die Punkte der Wertetabelle eine Ersatz-
kurve g (x) (da die echte Kurve unbekannt ist) und berechnet g (x̂) anstelle f (x̂). g (x) heißt Interpolations-
funktion. Die xi heißen Stützstellen, die (xi | f (xi)) heißen Stützpunkte von f (x) und g (x). Merke: Die xi
seien paarweise verschieden.

Wie behandeln die folgenden Interpolationsfunktionen auf Basis von Polynomen
• Lagrange-Interpolation
• Newton-Interpolation
• Auch die Spline-Interpolation kann zur

2.2. Approximation. Hier kennt man eine Funktion genau (z.B.
√
x), deren Werte man aber nicht belie-

big genau berechnen kann, da unendlich viele Dezimalstellen auftauchen. Man verwendet hier also auch zur
Annäherung eine Ersatzfunktion, kann hier aber meist auch den Fehler angeben, da die eigentlcihe Funktion
bekannt ist.

Problem: f (x) sei bekannt, aber nicht exakt berechenbar (wegen unendlich vielen Dezimalstellen, oder
zu hohem Aufwand; allein ein Funktionsname wie sinx ist noch kein Weg zur Berechnung ihrer Werte).
Beispiele: y =

√
x, y = sinx, y = ex. Gemeinsam mit der Interpolation ist, dass man eine Ersatzfuktion durch

Stützpunkte verwenden könnte, jedoch: man verwendet zur Lösung anstelle f (x) eine einfach zu berechnende
Ersatzfunktion g (x). g (x) heißt »Approximation(sfunktion)«, auch »Näherung(sfunktion)« von bzw. für f (x).

Example 4. Approximation

2In der Hausaufgabe zu realisieren für die Gesamtpivotsuche.
3bei Interpolation ist x̂ ∈ [x0;xn], bei Extrapolation ist x̂ 6= [x0;xn], trotz dass im Normalfall dasselbe Verfahren angewandt

wird.
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Example. f (x) = ex kann im Intervall [0; 1] durch g (x) = x+ x
1! + x2

2! + . . .+ x13

13! approximiert werden, wenn
der Fehler höchstens 10−10 betragen darf.

Wir behandeln:
• Taylor-Polynome
• Spline-Interpolation

2.3. Interpolation von Lagrange.

Definition 2. Einzigkeit und Existenz des Lagrange-Polynoms

Definition. Gegeben seien n+ 1 Stützpunkte (x0, y0) , . . . , (xn, yn) (reell oder komplex). Dann gibt es genau
ein Polynom p (x) vom Grad ≤ n mit yi = p (xi), i = 0, . . . , n.

Beweis zu Definition 2.
Einzigkeit: Wir zeigen zunächst, dass es höchstens ein Polynom geben kann. Angenommen, es gibt 2

verschiedene Polynome p (x) und q (x) vom Grad ≤ n mit yi = p (xi) = q (xi), i = 0, 1, . . . , n. Daraus
folgt: p (x)− q (x) hat höchstens den Grad n, aber n+ 1 Nullstellen an den xi, i = 0, 1, . . . , n. Das ist
ein Widerspruch zum Fundamentalsatz der Algebra - es können also höchstend beide Polynome gleich
sein, so dass ihre Differenz das Nullpolynom ist. Dieses ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra das
einzige Polynom, das unendlich viele Nullstellen hat.

Existenz: Nun zeigen wir dem Konstruktionsverfahren von Lagrange, dass es doch ein Polynom gibt.
Aus den xi können wir die Basispolynome konstruieren:

L0 (x) =
(x− x1) · (x− x2) · . . . · (x− xn)

(x0 − x1) · (x0 − x2) · . . . · (x0 − xn)

L1 (x) =
(x− x0) · (x− x2) · (x− x3) · . . . · (x− xn)

(x1 − x0) · (x1 − x2) · (x1 − x3) · . . . · (x1 − xn)

Li (x) =
(x− x0) · . . . · (x− xi−1) · (x− xi+1) · . . . · (x− xn)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)
Der Nenner wird dabei nicht 0, denn die xi sind alle verschieden und der Faktor (xi − xi) fehlt. Es
gilt:

L0 (x0) = 1
L1 (x1) = 1
Li (xi) = 1

und

Li (xj) =
{

1 für i = j
0 für i 6= j

Das gesuchte Polynom ist

p (x) =
n∑
i=0

yiLi (x)

= y0L0 (x) + y1L1 (x) + . . .+ ynLn (x)

denn es hat die yi als Funktionswerte für ihre xi.

Example 5. Konstruktion eines Interpolationspolynoms nach Lagrange

Example. Gegeben sind

f (x0) = f (−2) = 1
f (x1) = f (0) = −1
f (x2) = f (1) = 2
f (x3) = f (3) = 1

Es ist also n = 3 (i = 0, . . . , 3), der Grad des gesuchten Polynoms muss also (p (x)) ≤ 3 sein. Konstruktion der
Basispolynome:

L0 (x) =
(x− x1) (x− x2) (x− x3)

(x0 − x1) (x0 − x2) (x0 − x3)

=
x (x− 1) (x− 3)
(−2) (−3) (−5)

=
x3 − 4x2 + 3x

−30
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L1 (x) =
(x− x0) (x− x2) (x− x3)

(x1 − x0) (x1 − x2) (x1 − x3)

=
(x+ 2) (x− 1) (x− 3)

2 (−1) (−3)

=
x3 − 2x2 − 5x+ 6

6

L2 (x) =
(x− x0) (x− x1) (x− x3)

(x2 − x0) (x2 − x1) (x2 − x3)

=
(x+ 2)x (x− 3)

3 · 1 · (−2)

=
x3 − x2 − 6x

−6

L3 (x) =
(x− x0) (x− x1) (x− x2)

(x3 − x0) (x3 − x1) (x3 − x2)

=
(x+ 2)x (x− 1)

5 · 3 · 2

=
x3 + x2 − 2x

30
Dann ist das gesuchte Polynom:

p (x) = 1 · L0 (x)− 1 · L1 (x) + 2 · L2 (x) + 1 · L3 (x)
= . . .

= −1
2
x3 +

5
6
x2 +

17
6
x− 1

Das Einsetzen der Polynome und Ausrechnen wurde hier ausgelassen.

Example 6. Konstruktion eines Interpolationspolynoms nach Lagrange

Example. Gegeben ist

f (x0) = f (1) = −1
f (x1) = f (2) = 0
f (x2) = f (3) = −1

Dann ist n = 2, Grad (p (x)) ≤ 2.

L0 (x) =
(x− x1) (x− x2)

(x0 − x1) (x0 − x2)

=
(x− 2) (x− 3)

(−1) (−2)

=
x2 − 5x+ 6

2

L1 (x) =
(x− x0) (x− x2)

(x1 − x0) (x1 − x2)

=
(x− 1) (x− 3)

1 · (−1)

=
x2 − 4x+ 3
−1

L2 (x) =
(x− x0) (x− x1)

(x2 − x0) (x2 − x1)

=
(x− 1) (x− 2)

2 · 1

=
x2 − 3x+ 2

2
p (x) = −L0 (x)− L2 (x)

Die Lagrange-Interpolation kann sehr vorteilhaft bei mehrmals wiederholten Versuchen mit anderen Messwer-
ten yi an denselben xi angewandt werden, denn die Basispolynome Li (x) müssen nur einmal berechnet werden,
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erst bei der Konstruktion des gesuchten Polynoms p (x) werden die yi eingesetzt. Dies ist die typische Anwen-
dung der Lagrance-Interpolation.

Example 7. Interpolation durch ein konstantes Polynom

Example. Gegeben ist

f (x0) = f (1) = 1
f (x1) = f (2) = 1
f (x2) = f (3) = 1

Da hier die gleichen Stützstellen wie in Beispiel 6 gegeben sind, können die Lagrange-Basispolynome über-
nommen werden. Also:

p (x) = y0L0 (x) + y1L1 (x) + y2L2 (x)

= 1 · x
2 − 5x+ 6

2
+ 1 · x

2 − 4x+ 3
−1

+ 1 · x
2 − 3x+ 2

2

=
x2

2
− 5

2
x2 + 6− x2 + 4x− 3 +

x2

2
− 3

2
x+ 1

= 1

In einem solchen Fall, in dem alle yi = 1, ist stets p (x) = 1. Beweis: Das Polynom p (x) = L0 (x) + L1 (x) +
. . .+Ln (x) hat höchstens Grad n und ist nach Definition 2 eindeutig bestimmt. Andererseits ist ein q (x) ≡ 1
ebenfalls vom Grad ≤ n und liefert die yi für alle xi. Daraus folgt: p (x) = q (x).

Definition 3. Interpolationspolynom

Definition. Unter dem Interpolationspolynom durch n+ 1 Punkte wird stets das Polynom kleinsten Grades
(höchstens vom Grade n) durch diese Punkte verstanden.

Umsetzung in einen Algorithmus. Dazu muss das Lagrange-Verfahren zunächst etwas umgeformt werden; ge-
geben seien (x0, y0) , . . . , (xn, yn). Dann sind die Lagrange-Basispolynome für i = 0, . . . , n

Li (x) =
(x− x0) · . . . · (x− xi−1) · (x− xi+1) · . . . · (x− xn)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)

=
(x− x0) · . . . · (x− xn)

(x− xi) (xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)

=
L (x)

(x− xi) (xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)
= L (x) · qi (x)

Damit gilt für das Interpolationspolynom p (x):

p (x) = y0L0 (x) + y1L1 (x) + . . .+ ynLn (x)(14)
= L (x) · (y0q0 (x) + y1q1 (x) + . . .+ ynqn (x))(15)

Aus Beispiel 7 wissen wir: sind alle yi = 1, so ist p (x) = 1:

1 = L0 (x) + L1 (x) + . . .+ Ln (x)
⇒ 1 = L (x) · (q0 (x) + q1 (x) + . . .+ qn (x))

⇒ L (x) =
1

q0 (x) + q1 (x) + . . .+ qn (x)
Durch Einsetzen in Gleichung 15 erhält man folgende Darstellung des Interpolationspolynoms:

p (x) =
y0q0 (x) + y1q1 (x) + . . .+ ynqn (x)

q0 (x) + q1 (x) + . . .+ qn (x)
Umsetzung in einen Algorithmus:

/*
Berechne p(x) fuer einen x-Wert
N ist die Anzahl der Stuetzstellen
x[0] bis x[N-1] enthaelt die Stuetzstellen
y[0] bis y[N-1] enthaelt die Funktionswerte an den Stuetzstellen

*/
void lagrange (void) {
int i,j;
double q[N];
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double tmpdbl, zaehler = 0.0, nenner = 0.0;
for (i=0; i<n; i++) q[i] = 1.0;
// Berechne alle q_i
for (i=0; i<n; i++) {
// Berechne ein q_i
// Aufwand: n-1 Subtraktionen, n-1 Multiplikationen, 1 Division
// nicht n aufgrund der if-Abfrage
tempdbl = 1.0;
for (j=0; j<n; j++) {
if (j != i) tmpdbl *= x[i] - x[j];

}
tmpdbl *= (xneu - x[i]);
q[i] = 1 / tmpdbl;

}

// Berechne Zaehler und Nenner aus den q_i
// Aufwand fuer Nenner: n Additionen
// Aufwand fuer Zaehler: n Multiplikationen, n Additionen
for (i=0; i<n; i++) {
nenner += q[i];
zaehler += q[i] * y[i];

}

// Bilde Bruch und gebe p(xneu)aus
// Aufwand: eine Division
printf("\n\n\n");
for (i=0; i<n; i++)
printf("x[%d]=%10.6f y[%d]=%10.6f\n", i, x[i], i, y[i]);

printf("\nInterpolation liefert für xneu=%f den Wert ", xneu);
printf("f(xneu)= %f\n\n", zaehler/nenner);

}
ungefährer Gesamtaufwand nach obiger Kommentierung:

• Teil »Berechne alle qi«
– n2 Subtraktionen
– n2 Multiplikationen
– n Divisionen

• Teil »Berechne Zähler und Nenner aus den qi«
– 2n Additionen
– n Multiplikationen
– 1 Division

• Teil »Bilde Bruch und gebe p (x) aus«
– 1 Division

Gesamtaufwand nach Rechenarten:
• Additionen und Subtraktionen zusammen: n2 + 2n
• Multiplikationen und Divisionen zusammen: n2 + 2n+ 1

Im Vergleich dazu beträgt der Gesamtaufwand für die Interpolation von Newton unter Verwendung des »Sche-
mas der dividierten Differenzen« (vgl. Kapitel 2.4.1) und des Horner-Schemas (vgl. Kapitel 2.4.2):

• Additionen und Subtraktionen zusammen: n2 + n− 2
• Multiplikationen und Divisionen zusammen: n

2

2 + n
2 − 1

Damit ist das Newton-Verfahren um mindestens 25% schneller.

2.4. Interpolation von Newton. Lagrange- und Newtonverfahren ermitteln das gleiche Polynom, jedoch in
unterschiedlicher Darstellung. Es gibt schließlich nach Definition 2 nur ein Interpolationspolynom durch alle
Stützpunkte, das ermittelt werden kann! Gegeben sind wieder die Stützpunkte Qi = (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n.
Die Newtondarstellung des Interpolationspolynoms ist dann:

(16) p (x) = b0 + b1 (x− x0) + b2 (x− x0) (x− x1) + . . .+ bn · (x− x0) · (x− x1) · . . . · (x− xn−1)

Das Problem der Polynom-Interpolation wie die von Newton und Lagrange ist: durch mehr Stützpunkte
(mehr Genauigkeit innerhalb des Intervalls) wächst der Grad des Polynoms, damit die Ausschläge des Polynoms
an den Intervall-Enden enorm, damit der Fehler in diesen Bereichen (vergleiche Abbildung 1). Dieses Problem
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Abbildung 1. Interpolation von 4 Stützpunkten mit dem Polynom 1
6x

3 + x2 − 19
6 x+ 4

gibt es bei der Spline-Interpolation nicht mehr, denn hier wird mit einer Folge von Polynomstücken dritten
Grades interpoliert.

Definition 4. Möglichkeit der Newton-Darstellung

Definition. Es gibt genau ein System von Koeffizienten b0,b1, . . . , bn, so dass für das Interpolationspolynom
p (x) die Darstellung in Gleichung 16 gilt. Vorausgesetzt wird hier eine feste Reihenfolge der Qi, sonst ändert
sich auch die Reihenfolge der bi im System.

Beweis zu Definition 4.
Einzigkeit: Angenommen, es gibt eine zweite Darstellung

p (x) = b′0 + b′1 (x− x0) + b′2 (x− x0) (x− x1) + . . .+ b′n · (x− x0) · (x− x1) · . . . · (x− xn−1)
⇒ 0 ≡ p (x)− p (x)

= (b0 + b1 (x− x0) + b2 (x− x0) (x− x1) + . . .+ bn · (x− x0) · (x− x1) · . . . · (x− xn−1))
− (b′0 + b′1 (x− x0) + b′2 (x− x0) (x− x1) + . . .+ b′n · (x− x0) · (x− x1) · . . . · (x− xn−1))

• Für x = x0 ergibt sich:
0 = b0 − b′0 ⇔ b0 = b′0

• Für x = x1 ergibt sich:

0 = b0 − b′0 + (b1 − b′1) (x1 − x0)
= (b1 − b′1) (x1 − x0)

⇒ 0 = b1 − b′1
⇔ b1 = b′1

• Dieser Beweis wird so durch vollständige Induktion bis ins Unendliche weitergeführt. Daraus folgt:
es gibt höchstens eine Darstellung nach Definition 4.

Existenz: Dass eine Darstellung nach Definition 4 existiert, wird hier bewiesen, indem ein Berechnungs-
schema für diese Darstellung (d.h. deren bi) angegeben wird. Man setzt dazu die Stützpunkte (xi, yi),
i = 0, 1, . . . , n nacheinander in Gleichung 16 ein:
• Für x = x0 ergibt sich:

y0 = b0 + 0 + . . .+ 0⇒ b0 = y0

• Für x = x1 ergibt sich:

y1 = b0 + b1 (x1 − x0) + 0 + . . .+ 0
⇒ b1 = . . .

und so weiter, bis alle bi bekannt sind.
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2.4.1. Schema der dividierten Differenzen. Obiges Berechnungsverfahren ist unpraktisch, besonders für die
Programmierung. Man verwendt daher folgendes »Schema der dividierten Differenzen«. Gegeben seien:

f (x0) = y0

f (x1) = y1

f (x2) = y2

f (x3) = y3

x0 y0 = b0 ↘
y1−y0
x1−x0

= y′1 = b1 ↘

x1 y1

↗
↘ y′2−y

′
1

x2−x0
= y′′2 = b2 ↘

y2−y1
x2−x1

= y′2
↗
↘ y′′3−y

′′
2

x3−x0
= y′′′3 = b3 ↘

x2 y2

↗
↘ y′3−y

′
2

x3−x1
= y′′3

↗
↘ y′′′4 −y

′′′
3

x4−x0
= y(4)4 = b4

y3−y2
x3−x2

= y′3
↗
↘ y′′4−y

′′
3

x4−x1
= y′′′4 ↗

x3 y3

↗
↘ y′4−y

′
3

x4−x2
= y′′4 ↗

y4−y3
x4−x3

= y′4 ↗
x4 y4 ↗

Die Einträge einer Spalte j (Spaltennummerierung beginnt mit 0) sind also von oben nach unten:

x
(j−1)
j − x(j−1)

j−1

xj − x0
= y

(j)
j

x
(j−1)
j+1 − x(j−1)

j

xj+1 − x1
= y

(j)
j+1

In diesem Schema kann man mit geringem Rechenaufwand weitere (beliebige) Stützpunkte am Anfang oder
am Ende ergänzen. Man kann auch ohne Rechenaufwand am Anfang oder am Ende Stützpunkte entfernen -
einfach die neuen bi an den gewohnten Positionen ablesen.

Example 8. Newton-Interpolation mit dem Schema der dividierten Differenzen

Example. Gegeben seien:

f (x0) = f (0) = 4
f (x1) = f (1) = 2
f (x2) = f (2) = 3
f (x3) = f (3) = 8

Schema:
Spalte 0 Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3
0 4 ↘

2−4
1−0 = −2 ↘

1 2
↗
↘ 1−(−2)

2−0 = 3
2 ↘

3−2
2−1 = 1

↗
↘ 2− 3

2
3−0 = 1

6

2 3
↗
↘ 5−1

3−12 ↗
8−3
3−2 = 5 ↗

3 8 ↗
Also Darstellung des Interpolytionspolynoms nach Newton (nach Gleichung 16):

p (x) = b0 + b1 (x− x0) + b2 (x− x0) (x− x1) + b3 (x− x0) (x− x1) (x− x2)

= 4− 2x+
3
2
x (x− 1) +

1
6
x (x− 1) (x− 2)

=
1
6
x3 + x2 − 19

6
x+ 4

Diese Interpolation ist in Abbildung 1 dargestellt.
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2.4.2. Horner-Schema zur Berechnung eines interpolierten Wertes. Gegeben ist ein Interpolationspolynom in
Newtondarstellung

p (x) = b0 +b1 (x− x0)+b2 (x− x0) (x− x1)+ . . .+bn−1 (x− x0) · . . . · (x− xn−2)+bn (x− x0) · . . . · (x− xn−1)

Was ist der interpolierte Funktionswert p (x̂) an der Stelle x̂ 6= xi, i = 0, 1, . . . , n? Dies kann sehr schnell mit
dem tabellenartigen Horner-Schema berechnet werden, p (x̂) entsteht ganz unten rechts in diesem Schema:∣∣∣∣∣∣∣∣

bn
∣∣∣∣∣∣∣∣

bn−1

+
bn (x̂− xn−1)

=
b′n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bn−2

+
b′n−1 (x̂− xn−2)

=
b′n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ · · ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b2
+

b′3 (x̂− x2)
=
b′2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
+

b′2 (x̂− x1)
=
b′1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b0
+

b′1 (x̂− x0)
=

b′0 = p (x̂)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Durch möglichst vollständiges Ausklammern im Interpolationspolynom wird bewiesen, dass dieses Horner-
Schema identisch ist mit der Auswertung des Interpolyationspolynoms, hier für n = 4:

p (x) = b0 + b1 (x− x0) + b2 (x− x0) (x− x1) + b3 (x− x0) (x− x1) (x− x2) + b4 (x− x0) (x− x1) (x− x2) (x− x3)
= b0 + (x− x0) (b1 + (x− x1) (b2 + (x− x2) (b3 + (x− x3) b4)))

Man erkennt die schrittweise Berechnung von b′i von innen nach außen, identisch zum Horner-Schema:

b′3 = b3 + (x− x3) b4
b′2 = b2 + (x− x2) b′3
b′1 = b1 + (x− x1) b′2

p (x̂) = b′0 = b0 + (x− x0) b′1

Example 9. Horner-Schema zur Berechnung eines interpolierten Wertes

Example. Was ist p (x̂), x̂ = 1, 5 mit

p (x) = 4− 1 (x− 1) + 1 (x− 1) (x− 2)− 1 (x− 1) (x− 2) (x− 3)

Die Koeffizienten sind also b0 = 4, b1 = −1, b2 = 1, b3 = −1. Horner-Schema:∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
+

(−1) (x̂− 3) = 1, 5
=

2, 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
+

2, 5 (x̂− 2) = −1, 25
=
−2, 25

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4
+

−2, 25 (x̂− 1) = −1, 125
=

2, 875 = p (x̂)

2.5. Potenzreihen. Sie werden angewandt für numerische Verfahren zur Approximation von sinx, cosx, ex
und anderen, außerdem zur Berechnung von Integralen, Ableitungen, Differentialgleichungen usw. Sie werden
hier als Vorbereitung für »Taylorreihen« behandelt.

Definition 5. Potenzreihe

Definition. Sei ai, i = 0, 1, . . . eine reelle Zahlenfolge. Sei x0 ∈ R. Der Ausdruck
∞∑
n=0

an (x− x0)n := a0 + a1 (x− x0) + a2 (x− x0)2 + . . .

heißt Potenzreihe. Bezeichnungen:
x0: Entwicklungspunkt
an: Koeffizient
x: unabhängige Variable

Example 10. Potenzreihen

Example.
•

∞∑
n=0

1
n!

(x+ 1)n =
1
0!

+
1
1!

(x+ 1)1 +
1
2!

(x+ 1)2 + . . .

Entwicklungspunkt x0 = −1, beachte 0! := 1.
•

∞∑
n=0

nxn = 0 + 1x+ 2x2 + . . .

Entwicklungspunkt x0 = 0.

Definition 6. Partialsumme
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Definition. sk (x) :=
∑k
n=0 an (x− x0)n heißt k-te Partialsumme der Potenzteihe.

Definition 7. konvergente Potenzreihe

Definition. Eine Potenzreihe s (x) heißt konvergent für ein x̂ ∈ R, wenn der Grenzwert s (x̂) := limk→∞ sk (x̂)
existiert. Die Menge aller x ∈ R, für die die Potenzreihe konvergiert, heißt Konvergenzbereich der Potenzreihe.

Bemerkung: Für jede Potenzreihe gilt: Entweder ist sie für ihren Entwicklungspunkt x0 konvergent oder es
gibt ein zu x0 symmetrisches Intervall, in dem sie konvergiert, während sie außerhalb dieses Intervalls divergiert.
Genauer in Definition 8.

Definition 8. Möglichkeiten der Konvergenz einer Potenzreihe, Konvergenzradius

Definition. Für jede Potenzreihe
∑∞
n=0 an (x− x0)n gilt genau eine der Aussagen:

(1) Die Potenzreihe konvergiert genau für x = x0, d.h. für den Entwicklungspunkt.
(2) Die Potenzreihe konvergiert für alle x ∈ R
(3) es gibt eine Zahl r > 0 mit

• Die Potenzreihe ist für |x− x0| < r konvergent.
• Die Potenzreihe ist für |x− x0| > r divergent.
• Die Potenzreihe ist für keinen, einen oder beide der Randpunkte x0 − r, x0 + r konvergent.

Dann heißt r Konvergenzradius der Potenzreihe. Im Fall 1 ist r = 0, im Fall 2 ist r =∞, im Fall 3 ist r ∈ R+.

Definition 9. Ermitteln des Konvergenzradius r

Definition. Falls limn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ existiert, dann ist

r =
1

limn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣
Falls limn→∞

n
√
|an| existiert, dann ist

r =
1

limn→∞
n
√
|an|

Ist einer der Grenzwerte 0, so ist r =∞. Ist einer der Grenzwerte ∞, so ist r = 0.

Example 11. Ermitteln des Konvergenzradius r

Example. Gegeben ist folgende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 = 0:
∞∑
n=0

n

2n
xn

Ermittlung des Konvergenzradius durch einen Grenzwert der reellen Zahlenfolge ai = i
2i :

an+1

an
=

n+1
2n+1

n
2n

=
n+ 1
2n+1

· 2n

n

=
n+ 1

2
· 1
n

=
n+ 1

2n

=
n
(
1 + 1

n

)
2n

=
1
2

(
1 +

1
n

)
r =

1

limn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ =
1
1
2

= 2

Wie verhält sich die Potenzreihe für die Randpunkte des Konvergenzbereichs?
• Für x = 2 ist

∑∞
n=0

n
2n 2n =

∑∞
n=0 n = 0 + 1 + 2 + 3 + . . ., also divergent.

• Für x = −2 ist
∑∞
n=0

n
2n (−2)n =

∑∞
n=0 n (−1)n = 0− 1 + 2− 3 + . . ., also divergent.

Damit ist der Konvergenzbereich das offene Intervall (−2 | 2).

Definition 10. Leibnitz-Kriterium

Definition. Eine alternierende Reihe ist konvergent, wenn die Absolutbeträge der Reihenglieder monoton
fallen und gegen 0 gehen. Beispiel:

1 +
1
2
− 1

3
+

1
4
− 1

5
+ . . .

Example 12. Ermittlung des Konvergenzradius r
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Example. Gegeben ist die folgende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 = 0:

∞∑
n=1

xn

n

Ermittlung des Konvergenzradius durch einen Grenzwert der reellen Zahlenfolge ai = 1
i :

an+1

an
=

1
n+ 1

· n
1

=
n

n+ 1
=

1
1 + 1

n

r =
1

limn→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ = 1

Wie verhält sich die Potenzreihe für die Randpunkte des Konvergenzbereichs?

• Für x = −1 ist
∑∞
n=1

−1n

n = 1 + 1
2 −

1
3 + 1

4 −
1
5 + . . . eine konvergente Alternierdende Reihe nach dem

Leibnitz-Kriterium (Definition 10).
• Für x = 1 ist

∑∞
n=1

1n

n = 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + . . . eine harmonische Reihe und damit divergent.

Damit ist der Konvergenzbereich das halboffene Intervall [−1; 1).

2.6. Approximation durch Taylor-Polynome.

Definition 11. Taylor-Polynom mit Entwicklungspunkt x0

Definition. Sei f (x) n-mal differenzierbar in [a; b]. Sei x0 ∈ (a; b). Das Polynom

Tn (x) := f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x− x0) +

f ′′ (x0)
2!

(x− x0)2 + . . .+
f (n) (x0)

n!
(x− x0)n

heißt Taylor-Polynom mit Entwicklungspunkt x0. Merke: man entwickelt bei der Approximation über Taylor-
Polynome stets um solche x0, für die sich f (x0), f ′ (x0), f ′′ (x0) usw. leicht berechnen lassen.

Definition 12. Satz über Taylor-Polynome

Definition. Es gilt Tn (x0) = f (x0); T ′n (x0) = f ′ (x0); T (n)
n (x0) = f (n) (x0)

Man kann also mit Taylor-Polynomen approximieren. Wie gut?

Definition 13. Satz von Taylor, Taylorformel

Definition. Sei f (x) (n+ 1)-mal differenzierbar in [a; b]. Sei x0 ∈ (a; b). Dann existiert zu jeden x ∈ (a; b) ein
ξ zwischen x0 und x mit (Taylorformel)

f (x) = f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x− x0) + . . .+

f (n) (x0)
n!

(x− x0)n +
f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

(x− x0)n+1

Der letzte Summand heißt Lagrange-Restglied Rn+1.

Definition 14. McLaurin-Formel

Definition. Wenn in der Taylor-Formel x0 = 0 ist, dann heißt sie auch McLaurin-Formel

f (x) = f (x0) +
f ′ (0)

1!
x+ . . .+

f (n) (0)
n!

xn +
f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

xn+1

2.6.1. Anwendung der Taylorformel in der Fehlerabschätzung.

Definition 15. Fehler bei Approximation mit der Taylorformel

Definition.

|f (x)− Tn (x)| = |Rn+1 (x, ξ)| ≤ M

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

wobei M das größte
∣∣f (n+1) (ξ)

∣∣ mit ξ ∈ [x;x0], d.h. für M ergäbe sich der größtmögliche Fehler.

Example 13. Approximation von sinx mit Taylorpolynomen
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Example. sinx ist beliebig oft und in jedem Intervall differenzierbar; es existieren also die Taylorpolynome
Tn (x) für jedes x0 und beliebiges n = 0, 1, 2, . . .. Sei x0 = 0; dann sind die Werte der Ableitungen an dieser
Stelle:

f (x) = sinx ⇒ f (0) = 0
f ′ (x) = sinx ⇒ f ′ (0) = 1
f ′′ (x) = sinx ⇒ f ′′ (0) = 0
f ′′′ (x) = sinx ⇒ f ′′′ (0) = −1

f (4) (x) = sinx ⇒ f (4) (0) = 0

f (5) (x) = sinx ⇒ f (5) (0) = 1

f (6) (x) = sinx ⇒ f (6) (0) = 0

f (7) (x) = sinx ⇒ f (7) (0) = −1

Damit ergibt sich das Taylorpolynom T7 (x) als Approximation von sinx zu

T7 (x) = 0 +
1
1!
x+

0
2!
x2 − 1

3!
x3 +

0
4!
x4 +

1
5!
x5 +

0
6!
x6 − 1

7!
x7

=
1
1!
x− 1

3!
x3 +

1
5!
x5 − 1

7!
x7

Aufgrund sin(8) (0) = 0 ist T7 (x) = T8 (x). Aufgrund sin(9) (0) = 1 ist T9 (x) = T7 (x) + 1
9!x

9.

Example 14. Wie gut ist die Approximation von sin 0, 5 durch T7 (0, 5)?

Example. Nach Definition 15 gilt:

|sin 0, 5− T7 (0, 5)| =
∣∣∣∣f (8) (ξ)

8!
· (0, 5)8

∣∣∣∣
≤ (0, 5)8

8!
≈ 9, 6 · 10−8 < 10−7

dabei wurde verwendet M =
∣∣f (8) (ξ)

∣∣ = 1, denn |sinx| ≤ 1 und |cosx| ≤ 1. Es treten also Abweichungen von
maximal ±9, 6 · 10−8 auf, wodurch die siebte Stelle auf ±1 ungenau ist:

T7 (0, 5) = 0, 479425 | 533 . . .

Nun ist aber nach Beispiel 13 T8 (0, 5) = T7 (0, 5) und damit der Fehler sogar nur maximal

|sin 0, 5− T8 (0, 5)| ≤ (0, 5)9

9!
≈ 5, 38 · 10−9

Bemerkung: Bei der Approximation von sinxmit Taylorformel Tn (x) ist limn→∞Rn+1 = 0; die Approximation
wird also besser für größeres n.

Example 15. Approximation von ex mit Taylorpolynomen

Example. ex ist beliebig oft differenzierbar; der Entwicklungspunkt sei x0 = 0. Es ist f (x) = f ′ (x) = . . . =
f (n) (x), also auch f (0) = f ′ (0) = . . . = f (n) (0) = 1.

• Taylorformel:

Tn (x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+Rn+1

Rn+1 (x, ξ) = eξ
xn+1

(n+ 1)!
; 0 < ξ < x

• Wie groß ist der Fehler bei dieser Approximation im Intervall [0; 1]?

|f (x)− Tn (x)| = |Rn+1 (x, ξ)| = eξ
xn+1

(n+ 1)!
< 3

xn+1

(n+ 1)!

Für das Intervall x ∈ [0; 1] bedeutet das |f (x)− Tn (x)| ≤ 3
(n+1)! , z.B. für n = 7: |f (x)− T7 (x)| ≤

3
8! ≤ 7, 5 · 10−5.

• Wie groß muss nun n sein, damit |f (x)− Tn (x)| < 10−10? Ansatz: 3
(n+1)!

!
< 10−10; Probieren liefert

3
13!

= 4, 817 . . . · 10−10 > 10−10 > 3, 4 . . . · 10−11 =
3

14!

Also kann ex mit T13 (x) = 1 + x+ x2

2! + . . .+ x13

13! in x ∈ [0; 1] auf 10−10 genau approximiert werden.
Für ex gilt für jedes x: limn→∞Rn+1 = 0.
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2.7. Taylor-Reihen.

Definition 16. Taylor-Reihe

Definition. Sei f (x) beliebig oft differenzierbar in [a; b]. Sei x0 ∈ (a; b). Dann heißt
∞∑
n=0

f (n) (x0)
n!

(x− x0)n

die Taylor-Reihe (auch: »Taylor-Entwicklung«) von f (x) um x0. Taylor-Reihen gehören zu den Potenzreihen;
sie besitzen also einen Konvergenzradius.

Definition 17. McLaurin-Reihe

Definition. Für x0 = 0 heißt die Taylor-Reihe auch McLaurin-Reihe:
∞∑
n=0

f (n) (x0)
n!

xn

Problem: Die Taylor-Reihe stimmt im Fall der Konvergenz nicht immer mit f (x) überein. Gegeben sei zum
Beispiel die Funktion

f (x) =
{
e−

1
x2 für x 6= 0

0 für x = 0
Die zugehörige Taylor-Reihe ist jedoch für alle x konvergent gegen 0 und stellt daher nicht f (x) dar.

Definition 18. Taylor-Reihe als f (x)

Definition. Sei f (x) auf [a; b] beliebig oft differenzierbar und sei x0 ∈ (a; b). Die Taylor-Reihe von f (x) um
x0 stellt genau dann f (x) in (a; b) dar, wenn für alle x ∈ (a; b) gilt:

lim
n→∞

Rn+1 = lim
n→∞

f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

(x− x0)n+1 = 0

Example 16. sinx als Taylor-Reihe

Example. Hier wird die Approximation von sinx durch Taylorpolynome aus Beispiel 13 ausgedrückt durch
eine Taylor-Reihe:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!

für x ∈ R
Example 17. cosx als Taylor-Reihe

Example. f (x) = cosx, Entwicklungspunkt sei x0 = 0. Approximation durch Taylorpolynome:

f (x) = cosx ⇒ f (0) = 1
f ′ (x) = − sinx ⇒ f ′ (0) = 0
f ′′ (x) = − cosx ⇒ f ′′ (0) = −1
f ′′′ (x) = sinx ⇒ f ′′′ (0) = 0

f (4) (x) = cosx ⇒ f (4) (0) = 1
...

...

Das Taylorpolynom Tn (x) entspricht dann der Taylor-Reihe:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+
x8

8!
− x10

10!
+ . . .

=
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
; x ∈ R

Example 18. ex als Taylor-Reihe

Example. f (x) = ex, Entwicklungspunkt x0 = 0. Es ist f (n) (x) = ex für n = 0, 1, . . ., also f (n) (0) = 1. ex
als Taylor-Reihe ist daher:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

Der Funktionswert für x = 1, also e1 = e nach der Taylor-Reihe ist eine Möglichkeit zur Berechnung von e:

e = 1 +
1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ . . .
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Example 19. lnx als Taylor-Reihe

Example. lnx kann nicht um 0 entwickelt werden, da ln 0 undefiniert ist. Man entwickelt stattdessen ln (1 + x)
um x0 = 0. Ableitungen und deren Funktionswerte für x0:

f (x) = ln (1 + x) f (0) = 1

f ′ (x) = (1 + x)−1
f ′ (0) = 1

f ′′ (x) = (−1) (1 + x)−2
f ′′ (0) = −1

f ′′′ (x) = (−1) (−2) (1 + x)−3
f ′′′ (0) = (−1) (−2)

f (4) (x) = (−1) (−2) (−3) (1 + x)−4
f (4) (0) = (−1) (−2) (−3)

...
...

Taylorpolynom und Taylorreihe daher:

ln (1 + x) = 0 +
x

1!
− 1! · x2

2!
+

2! · x3

3!
− 3! · x4

4!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 (n− 1)!
n!

xn

=
∞∑
n=1

(−1)n+1
xn

n

= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6
+ . . .

für x ∈ (−1; 1] entsprechend dem Definitionsbereich von ln (1 + x). Beachte: Hier startet die Taylor-Reihe bei
n = 1, denn die Zahlenfolge vor xn ist für n = 0 nicht definiert.

Definition 19. Binominalkoeffizienten

Definition. (
α
n

)
:=

α · (α− 1) · (α− 2) · . . . · (α− (n− 1))
n!

mit α ∈ R, n ∈ N. Spezialfälle:
(
α
0

)
:= 1,

(
α
1

)
:= α.

Für m,n ∈ N und n > m ist
(
m
n

)
= 0 aufgrund des Faktors 0 im Zähler. Beispiel:

(
5
6

)
=

5 · 4 · 3 · 2 · 1 · 0
6!

= 0

Example 20. Binomische Reihe: (1 + x)α, α ∈ R als Taylor-Reihe

Example. Funktion (1 + x)α, α ∈ R; Enwicklungspunkt x0 = 0. Werte der Ableitungen für x0:

f (x) = (1 + x)α f (0) = 1

f ′ (x) = α (1 + x)α−1
f ′ (0) = α

f ′′ (x) = α (α− 1) (1 + x)α−2
f ′′ (0) = α (α− 1)

f ′′′ (x) = α (α− 1) (α− 2) (1 + x)α−3
f ′′′ (0) = α (α− 1) (α− 2)

...
...

Taylorpolynom:

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α (α− 1)
2!

x2 +
α (α− 1) (α− 2)

3!
x3 + . . .

als Taylorreihe (sog. »binomische Reihe«) unter Verwendung von Definition 19:

(1 + x)α =
(
α
0

)
+
(
α
1

)
x1 +

(
α
2

)
x2 + . . .

=
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn; x ∈ (−1; 1)

Spezialfälle der binomischen Reihe:
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• Die binomische Formel: sei α = m, m ∈ N:

(1 + x)m =
∞∑
n=0

(
m
n

)
xn

=
(
m
0

)
+
(
m
1

)
x1 +

(
m
2

)
x2 + . . .+

(
m
m

)
xm + 0 + 0 + . . .+ 0

=
m∑
n=0

(
m
n

)
xn

denn
(
m
n

)
= 0 für n > m nach Definition 19.

• α = 1
2 , f (x) = (1 + x)

1
2 =
√

1 + x

√
1 + x = (1 + x)

1
2 =

∞∑
n=0

(
1
2
n

)
xn

=
(

1
2
0

)
+
(

1
2
1

)
x+

(
1
2
2

)
x2 +

(
1
2
3

)
x3 + . . .

= 1 +
1
2
x

1!
− 1 · 1

22

x2

2!
+

1 · 1 · 3
23

x3

3!
− 1 · 1 · 3 · 5

24

x4

4!
+ . . .

für x ∈ [−1; 1]

2.8. Rechenregeln für Potenzreihen. Jede Potenzreihe konvergiert im Innern ihres Konvergenzradius ab-
solut, d.h. wenn

∑∞
n=0 an (x− x0)n für ein x konvergiert, so konvergiert auch

∑∞
n=0 |an (x− x0)n|. Jede Po-

tenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzradius eine stetige Funktion f (x) dar und ist im Innern ihres
Konvergenzradius die Taylorreihe dieser Funktion f (x).

Definition 20. Produkt von zwei Potenzreihen

Definition. ( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
:=

( ∞∑
n=0

cnx
n

)
mit

cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−1 + . . .+ anb0 =
n∑
k=0

akb1−k

Zur Verdeutlichung einmal ausmultipliziert per Hand:( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

(
a0x

0 + a1x
1 + a2x

2 + . . .
) (
b0x

0 + b1x
1 + b2x

2 + . . .
)

= a0b0x
0 + a0b1x

1 + a0b2x
2 + a1b0x

1 + a1b1x
2 + a1b2x

3

+a2b0x
2 + a2b1x

2 + a2b2x
4 + . . .

= (a0b0)x0 + (a0b1 + a1b0)x1 + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2

+ (a1b2 + a2b1 + . . .)x3 + (a2b2 + . . .)x4 + . . .

= c0x
0 + c1x

1 + c2x
2 + c3x

3 + c4x
4 + . . .

=
∞∑
n=0

cnx
n

Wichtig: Potenzreihen sind Summen mit unendlich vielen Summanden; hier wurden nur drei berücksichtigt,
deshalb enstanden nicht die vollständigen c3, c4.

Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt darf man:
• summandenweise differenzieren, Kongruenzradius bleibt erhalten
• summandenweise integrieren, Kongruenzradius bleibt erhalten
• summandenweise addieren und subtrahieren, der kleinere wird zum neuen Kongruenzradius.
• multiplizieren bei gleichem x0, der kleinere wird zum neuen Kongruenzradius:( ∞∑

n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
:=

( ∞∑
n=0

cnx
n

)
cn wie in Definition 20

Potenzreihen mit Entwicklungspunkt x0 = 0 darf man:
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• summandenweise mit einer Konstanten oder x gliederweise multiplizieren
• summandenweise durch x dividieren, sofern es danach gekürzt werden kann
• die Variable x durch einen Ausdruck mit einer neuen Variable ersetzen, sofern wieder eine Potenzreihe

entsteht

Example 21. Rechnen mit Potenzreihen

Example.
•

x sinx = x

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

)
= x2 − x4

3!
+
x6

5!
− x8

7!
+ . . .

• ∫
x sinx dx =

∫
x2 − x4

3!
+
x6

5!
− x8

7!
+ . . .

=
∫
x3

3
− x5

5 · 3!
+

x7

7 · 5!
− x9

9 · 7!
+ . . .

•
(sinx)′ = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

• Gesucht ist eine Taylor-Reihe (auch: »Fehler-Reihe«) für arcsinx =
∫

1√
1−x2 dx. Die Entwicklung

erfolgt in mehreren Schritten:
– Aus Beispie 20 wissen wir:

1√
1 + x

= (1 + x)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
− 1

2
n

)
xn

–
1√

1− x
=
∞∑
n=0

(
− 1

2
n

)
(−1)n xn

–
1√

1− x2
=
∞∑
n=0

(
− 1

2
n

)
(−1)n x2n

– ∫
1√

1− x2
dx =

∞∑
n=0

(
− 1

2
n

)
(−1)n

x2n+1

2n+ 1

So hat man also ein Rechenverfahren für eine Funktion gefunden, die man nicht kennt4.

Example 22. Rechnen mit Potenzreihen: Die Eulersche Formel

Example.

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

Nun ersetzt man x durch ix bzw. −ix und erhält dadurch die beiden Potenzreihen Gleichungen 17 und 18
(i =

√
−1):

eix = 1 +
ix

1!
+

(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+ . . .(17)

e−ix = 1− ix

1!
+

(ix)2

2!
− (ix)3

3!
+ . . .(18)

Addiere Gleichungen 17 und 18:

eix + e−ix = 2 + 2
(ix)2

2!
+ 2

(ix)4

4!
+ . . .

= 2

(
1 +

(ix)2

2!
+

(ix)4

4!
+ . . .

)

⇔ eix + e−ix

2
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . = cosx

4In einer Klausur könnte z.B. eine Aufgabe sein, eien Berechnungsformel für π zu ermitteln.
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denn (sinx)′ = 1− x2

2! + x4

4! −
x6

6! + . . . = cosx. Der Cosinus ist also die Summe zweier komplexer Reihen!

cosx =
eix + e−ix

2
| ()′(19)

⇒ − sinx =
1
2
(
ieix − ie−ix

)
⇔ i2 sinx = i

eix − e−ix

2

⇔ i sinx =
eix − e−ix

2
(20)

Diese beiden Formeln sind mathematisch sehr interessant und in der Praxis außerordentlich wichtig, nämlich
bei Fourier-Reihen, angewandt z.B. in der Datenkompression und Bildberarbeitung zur Verbesserung schlechter
Bilder. Bei der Computertomographie ist z.B. aus einem einzigen Röntgenbild mit Fourier-Transformationen
bzw. deren Weiterentwicklung »Wavelets« jede beliebige Eindringtiefe sichtbar zu machen. Seit 2000 ist es
aufgrund hochleistungsfähiger Hard- und Software möglich, mit einem Magnetresonanztomographen auch be-
wegte Körperteile wie ein Herz sichtbar zu machen. Addition und Subtraktion der Gleichungen 19 und 20
liefert die Eulersche Formel:

cosx+ i · sinx =
eix + e−ix

2
+
eix − e−ix

2
= eix(21)

cosx− i · sinx =
eix + e−ix

2
− eix − e−ix

2
= e−ix(22)

Damit können komplexe Zahlen in der Form cosx + i sinx dargestellt werden, aber äquivalent in der Form
eix!5

2.9. Spline-Interpolation. Hier wird nur die kubische (auch: »natürliche«) Spline-Interpolation behandelt.
Die Methode wurde entwickelt von Schoenberg 1946, die physikalische Bedeutung fand erst Holladay 1956 in
Parallelen in der Natur. Angewandt wird sie heute im Flugzeugbau, im Schiffsbau und in der Autoproduktion
(sog. »Methode der finiten Elemente«). Bei der Spline-Interpolation ist die Interpolationsfunktion eine Folge
von Polynomstücken 3. Grades (also i.d.R. mit einem Wendepunkt!), die in den Stützstellen in den ersten
beiden Ableitungen übereinstimmen. Dadurch ist Stetigkeit und einheitliches Krümmungsverhalten in den
Stützstellen gewährleistet. Historische Bemerkung: Bereits die Wikinger nutzten eine »Spline-Interpolation«
im Schiffsbau: Zur Festlegung des gerundeten Schiffsgrundrisses konnten keine geraden Bretter verwendet
werden, sondern man verwendete eine biegsame Straklatte (engl. spline), die man beweglich gelagert zwischen
Punktes des Schiffsrumpfes spannte. An den Ecken schauen die Straklatten als Geraden heraus, und sind
damit genau die Splines Schoenbergs, wie von Holladay erkannt. Heute verwendet man eine verallgemeinerte
Form der Splines für mehr als zwei Dimensionen, die Finiten Elementes (z.B. für Karosseriebau bei Autos,
Fligzeugbau, den Übergang beim Schleifrand von kombinierten Lese- / Fernbrillen, bei Strömungen usw.).

Definition 21. kubischer Spline

Definition. Gegeben seien (n+ 1) Punkte Qi = (xi, yi) i = 0, 1, . . . , n mit x0 < x1 < x2 < . . . < xn - es
dürfen also keine 2 Punkte übereinander liegen. Ein kubischer Spline (auch: »natürlicher Spline«, weil er durch
die Straklatte in der natur vorkommt - es gibt aber auch andere Splines mit anderen Bedingungen für die
Ableitungen; vgl. Abbildung 2) ist eine Abbildung S : [x0;xn] → R

6, die auf jedem Teilintervall [xi;xi+1],
i = 0, 1, . . . , n− 1 mit einem kubischen Polynom

pi (x) = aix
3 + bix

2 + cix+ di; i = 0, 1, . . . , n− 1

übereinstimmt, wobei für die n Polynome gelten muss:
(1)

pi (xi) = yi; i = 0, 1, . . . , n− 1

(2)
pi (xi+1) = yi+1; i = 0, 1, . . . , n− 1

(3)
p′i (xi+1) = p′i+1 (xi+1) ; i = 0, 1, n− 2

(4)
p′′i (xi+1) = p′′i+1 (xi+1) ; i = 0, 1, n− 2

5Diese Tatsache wurde in der Veranstaltung Mathematik 1 verwendet und konnte hier nun bewiesen werden.
6Hier wurden also nur Grund- und Bildmenge der Abb_ldung angegeben.
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Abbildung 2. Spline-Interpolation mit 4 Punkten Q1, . . . , Q4

(5) Und die sog. »natürliche Randbedingung«, auch »Bedingung der freien Enden« - an den Enden laufen
die Splines als Geraden weiter entsprechend der Straklatte des Schiffsbaus:

p′′0 (x0) = 0

p′′n−1 (xn) = 0

Definition 22. Existenz der Polynome der Spline-Interpolation

Definition. Die Polynome pi (x), i = 0, 1, . . . , n− 1 existieren und sind eindeutig bestimmt. (ohne Beweis)

Achtung: Hier werden die pi (x) in der folgenden Form berechnet7:

(23) pi (x) = ai (x− xi)3 + bi (x− xi)2 + ci (x− xi) + di; i = 0, 1, . . . , n− 1

Man setzt:

∆xi = xi+1 − xi ; i = 0, 1, . . . , n− 1
∆yi = yi+1 − yi ; i = 0, 1, . . . , n− 1

ri = 3
(

∆yi
∆xi

− ∆yi−1

∆xi−1

)
; i = 1, 2, . . . n− 1

Dann gilt für die Koeffizienten der Spline-Polynome in der Form von Gleichung 23:

∆xi · bi + 2 (∆xi + ∆xi+1) bi+1 + ∆xi+1 · bi+2 = ri+1; i = 0, 1, . . . , n− 2(24)
b0 = bn = 0(25)

(26) ci =
∆yi
∆xi

− 1
3

(bi+1 + 2bi) ∆xi; i = 0, 1, . . . , n− 1

(27) ai =
bi+1 − bi
3 ·∆xi

; i = 0, . . . , n− 1

(28) di = yi; i = 0, 1, . . . , n− 1

Das lineare Gleichungssystem Gleichungen 24 und 25 löse man nun nach b1, . . . , bn−1 auf. Dieses Gleichungs-
system hat eine sehr einfache Gestalt, die Koeffizientenmatrix A8 ist nämlich eine Tridiagonalmatrix (Haupt-
diagonale und ihre unmittelbaren Parallelen). Deshalb berechnet man die Splines in der Form von Gleichung
23. Gestalt des Gleichungssystems:
(29)

A =



2 (∆x0 + ∆x1) ∆x1 0 0 0 0
∆x1 2 (∆x1 + ∆x2) ∆x2 0 0 0

0 ∆x2 2 (∆x2 + ∆x3) ∆x3 0 0
. . . . . . . . .

0 0 0 ∆xn−3 2 (∆xn−3 + ∆xn−2) ∆xn−2

0 0 0 0 ∆xn−3 2 (∆xm−2 + ∆xn−1)


~b =

 b1
...

bn−1


7Die Werte der Koeffizienten ai, bi, ci, di sind also trotz gleicher Bezeichnung nicht identisch mit denen aus Definition 21!
8Eine Koeffizientenmatrix enthält die Gleichungen als Zeilen, in jeder Spalte die Werte für einen Koeffizienten in der Reihenfolge

b1, . . . , bn−1.



24 MATTHIAS ANSORG

~r =

 r1

...
rn−1


A~b = ~r ⇒ b1, b2, . . . , bn−1; (b0 = bn = 0)

Example 23. Bestimmung von Spline-Polynomen

Example. Gegeben sind folgende Punkte, zwischen denen durch Splines interpoliert werden soll:

(x0 | y0) = (−2 | 1)
(x1 | y1) = (−1 | −1)
(x2 | y2) = (0 | 1)
(x3 | y3) = (1 | −1)
(x4 | y4) = (2 | 1)

Damit ist n = 4. Gesucht sind nun noch die Koeffizienten der Spline-Polynome nach Gleichung 23. Es gilt
stets b0 = bn = 0, also b0 = b4 = 0. Zur Bestimmung von b1, b2, b3 muss folgendes lineare Gleichungssystem
(Tridiagonalmatrix nach Gleichung 29) gelöst werden:

A~b = ~r

⇔

 4 1 0
1 4 1
0 1 4

 b1
b2
b3

 =

 12
−12
12


⇔

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 b1
b2
b3

 =

 30
7
− 36

7
30
7


Also ist b0 = 0, b1 = 30

7 , b2 = − 36
7 , b3 = 30

7 , b4 = 0. Berechnung der weiteren Koeffizienten nach den
Gleichungen 26, 27, 28:

c0 = −24
7
, c1 =

6
7
, c2 = 0, c3 = −6

7

a0 =
10
7
, a1 = −22

7
, a2 =

22
7
, a3 = −10

7
d0 = 1, d1 = −1, d2 = 1, d3 = −1, d4 = 1

Damit sind die gesuchten Spline-Polynome:

p0 (x) =
10
7

(x+ 2)3 − 24
7

(x+ 2) + 1

p1 (x) = −22
7

(x+ 1)3 +
30
7

(x+ 1)2 +
6
7

(x+ 1)− 1

p2 (x) =
22
7
x3 − 36

7
x2 + 1

p3 (x) = −10
7

(x− 1)3 +
30
7

(x− 1)2 − 6
7

(x− 1)− 1

Programm zur Lösung der Tridiagonalmatrix A. Sei n = 6. Man weiß also b0 = b6 = 0. Die restlichen
b1, . . . , b5 bestimmt man mit dem Gauß-Algorithmus, ausgehend von folgender Tridiagonalmatrix entsprechend
Gleichung 299: 

z [1] dx [1] 0 0 0
dx [1] z [2] dx [2] 0 0

0 dx [2] z [3] dx [3] 0
0 0 dx [3] z [4] dx [4]
0 0 0 dx [4] z [5]




b1
b2
b3
b4
b5

 =


r [1]
r [2]
r [3]
r [4]
r [5]


Bei den folgenden Berechnungen bleibt die erste Zeile unverändert, in allen anderen Zeilen i = 2, . . . , n − 1
wird genau z [i] und r [i] geändert. Die Vorschrift dazu ist (Zeile i):

i′ = i− dx [i− 1]
z [i− 1]

· (i− 1)

9Zur Darstellungsform dieses LGS vergleiche Kapitel 1.
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Also:

z [2] = z [2]− dx [1]
z [1]

· dx [1]

r [2] = r [2]− dx [1]
z [1]

· r [1]

z [3] = z [3]− dx [2]
z [2]

· dx [2]

r [3] = r [3]− dx [2]
z [2]

· r [2]

Als Algorithmus:
for (i=2; i<=n-1; ++i) {

z[i]= z[i]-dx[i-1]/z[i-1]*dx[i-1];
r[i]= r[i]-dx[i-1]/z[i-1]* r[i-1];

}

Es ensteht nun fast die obere Dreiecksform:
z [1] dx [1] 0 0 0

0 z [2] dx [2] 0 0
0 0 z [3] dx [3] 0
0 0 0 z [4] dx [4]
0 0 0 0 z [5]




b1
b2
b3
b4
b5

 =


r [1]
r [2]
r [3]
r [4]
r [5]


Bereits jetzt kann man die Unbekannten durch Rückwärtssubstitution leicht bestimmen:

b [5] =
r [5]
z [5]

=
r [5]− dx [5] · b [6]

z [5]

b [4] =
r [4]− dx [4] · b [5]

z [4]

b [3] =
r [3]− dx [3] · b [4]

z [3]

b [2] =
r [2]− dx [2] · b [3]

z [2]

b [1] =
r [1]− dx [1] · b [2]

z [1]

Und als Algorithmus:
b[0]=0;

b[n]=0;
for (i=n-1; i>=1; --i)

b[i] = (r[i] - dx[i] * b[i+1]) / z[i];

3. Ausgleichsrechnung

Sogenannte »Methode der kleinsten Quadrate«. Problem: Gegeben seien nMesspunkte (x1 | y1) , . . . , (xn | yn).
Jede Messung habe einen zufälligen Fehler. Der Typ der gesuchten Funktion sei bekannt. Wie findet man eine
»geeignete« Funktion? (Situationsskizzen vergleiche Abbildungen 3, 4)

Definition 23. Fehler

Definition. Die wahren, unbekannten Funktionswerte seien ŷi = f (xi). Die gemessenen Werte seien yi. Dann
heißt yi − ŷi Fehler.

Definition 24. Methode der kleinsten (Fehler-)Quadrate

Definition. Von Gauss stammt folgender Lösungsvorschlag für das oben dargestellte Problem, eine geeignete
Funktion zu einer fehlerbehafteten Messwertreihe zu finden: Bestimme f (x) so, dass die Fehlerquadratsumme

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

minimal wird.
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0

Gesuchter Funktionstyp:
Gerade
y=ax+b

Abbildung 3. Ausgleichsgerade bei einer Messwertreihe

0

Parabel 2. Ordnung
y=ax²+bx+c

Gesuchter Funktionstyp:

Abbildung 4. Ausgleichsparabel 2. Ordnung bei einer Messwertreihe

3.1. Lineare Regression (Ausgleichsgerade, Regressionsgerade). Gesucht: y = ax + b. Der Fehler
beträgt: yi − ŷi = yi − f (x)i = yi − axi − b. Die sog. Fehlerquadratsumme ist für diesen Fall in Abhängigkeit
von den gesuchten Koeffizienten der Geradengleichung a, b:

Q (a, b) =
n∑
i=1

(yi − axi − b)2
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Gibt es nun ein Minimum dieser Fehlerquadratsumme? Q ist eine Funktion von zwei unabhängigen Variablen
a, b. An der Stelle des gesuchten Minimums müssen ihre beiden partiellen Ableitungen 0 sein10:

∂Q

∂a
= 0

⇔
n∑
i=1

2 (yi − axi − b) (−xi) = 0

⇔ 2

(
−

n∑
i=1

xiyi +
n∑
i=1

ax2
i +

n∑
i=1

bxi

)
= 0

⇔ a
n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xiyi(30)

∂Q

∂b
= 0

⇔
n∑
i=1

2 (yi − axi − b) (−1) = 0

⇔ 2

(
−

n∑
i=1

yi +
n∑
i=1

axi +
n∑
i=1

b

)
= 0

⇔ a
n∑
i=1

xi + nb =
n∑
i=1

yi(31)

Example 24. Lineare Regression mit n = 9

Example.

xi yi x2
i xiyi

−4 −3, 9 16 15, 6
−3 −3, 1 9 9, 3
−2 −2, 2 4 4, 4
−1 −1, 2 1 1, 2
0 0, 2 0 0
1 1, 1 1 1, 1
2 1, 8 4 3, 6
3 3, 1 9 9, 3
4 3, 7 16 14, 8∑
xi = 0

∑
yi = −0, 5

∑
x2
i = 53

∑
xiyi = 59, 3

Nach den Gleichungen 30, 31 muss für die Koeffizienten der Gerade a, b gelten:

a · 60 + b · 0 = 59, 3
a · 0 + b · 9 = −0, 5

⇒ a = 0, 9883 ∧ b = −0, 05

Die gesuchte Gleichung der Ausgleichsgeraden ist also y = 0, 9883x− 0, 05.

Definition 25. Existenz der Ausgleichsgeraden, Cramesche Regel

Definition. Es gibt genau eine Gerade y = ax + b. a und b werden durch das aus den Gleichungen 30 und
31 gebildete Gleichungssystem geliefert. Die Fehlerquadratsumme Q (a, b) wird für diese Lösung für a und b
minimal. Die allgemeine Lösung dieses (2, 2)-LGS heißt »Cramesche Regel«:

(32) a =
(
∑
xiyi)n− (

∑
yi) (

∑
xi)

(
∑
x2
i )n− (

∑
xi)

2

(33) b =

(∑
x2
i

)
(
∑
yi)− (

∑
xi) (

∑
xiyi)

(
∑
x2
i )n− (

∑
xi)

2

10Die Gleichungen 30 und 31 sind wichtig in der Klausur.
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Beweis zu Definition 25. Der Beweis besteht aus zwei Teilen:

(1) Beweis, dass die Cramesche Regel tatsächlich eine eindeutige Lösung für a und b liefert, d.h. dass der
(identische) Nenner der Gleichungen 32 und 33 ungleich 0 ist. Vorbemerkung: In Gleichung 34 wird
verwendet

∑
xi
n = x, d.h. der »Mittelwert« der xi.

n ·
(∑

x2
i

)
−
(∑

xi

)2

= n

((∑
x2
i

)
− (
∑
xi)

2

n

)
= n

(∑
x2
i − x

∑
xi

)
(34)

= n
(∑

x2
i − x

∑
xi +

(
−x
∑

xi + x
∑

xi

))
= n

(∑
x2
i − 2x

∑
xi + x

n ·
∑
xi

n

)
= n

(∑
x2
i − 2x

∑
xi + nx2

)
= n ·

n∑
i=1

(
x2
i − 2xix+ x2

)
= n ·

n∑
i=1

(xi − x)2
> 0(35)

An Gleichung 35 kann man erkennen: der Nenner in der Cramerschen Regel ist positiv, wenn mindestens
zwei verschiedene xi gegeben sind, so dass also xi 6= x⇔ xi−x 6= 0. Damit ist bewiesen, dass es genau
eine Lösung für a und b gibt.

(2) Beweis, dass (a, b) tatsächlich Minimum der Fehlerquadratsummenfunktion Q ist. Dazu muss für die
Diskriminante von Q gelten11:

∆ (a, b) = QaaQbb −Q2
ab

!
> 0

Mit

Qa = 2 ·
∑(

−yixi + ax2
i + bxi

)
⇒ Qaa = 2

∑
x2
i > 0

Qb = 2 ·
∑

(−yi + axi + b)

⇒ Qbb = 2 ·
∑

1 = 2n > 0

Qab = 2 ·
∑

xi

gilt

∆ (a, b) =
(

2
∑

x2
i

)
(2n)−

(
2
∑

xi

)2

= 4
(
n
∑

x2
i −

(∑
xi

)2
)
> 0

Also hat Q bei (a, b) einen Extremwert, und zwar ein Minimum, da Qaa > 0.

3.2. Ausgleichsparabel. Es müssen n ≥ 3 Messwerte gegeben sein. Die gesuchte Parabelgleichung lautet
y = ax2 + bx+ c. Für den Fehler gilt: yi− ŷi = yi−ax2

i − bxi− c. Damit ist die Fehlerquadratsummenfunktion:

N (a, b, c) :=
n∑
i=1

(
yi − ax2

i − bxi − c
)2

11Zur Bestimmung des Minimums einer Funktion mit zwei unabhängigen Variablen vgl. die Vorlesung Mathematik 2.
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Die Koeffizienten a, b, c der Parabel müssen nun so bestimmt werden, dass N (a, b, c) minimal wird. Also
Bestimmung des Minimums von N :

∂N

∂a
= 0

⇒ 2
n∑
i=1

(
yi − ax2

i − bxi − c
) (
−x2

i

)
= 0

⇒ a
n∑
i=1

x4
i + b

n∑
i=1

x3
i + c

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

yix
2
i(36)

∂N

∂b
= 0

⇒ 2
n∑
i=1

(
yi − ax2

i − bxi − c
)

(−xi) = 0

⇒ a
n∑
i=1

x3
i + b

n∑
i=1

x2
i + c

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

yixi(37)

∂N

∂c
= 0

⇒ 2
n∑
i=1

(
yi − ax2

i − bxi − c
)

(−1) = 0

⇒ a
n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi + cn =
n∑
i=1

yi(38)

Die Gleichungen 36, 37, 38 bilden ein Gleichungssystem, aus dem man a, b, c bestimmen kann.

4. Fourier-Reihen

Benannt nach Jean Baptist Fourier (1768 - 1830). Es geht um die Darstellung und Approximation periodi-
scher Funktionen durch Summen (d.h. Überlagerungen) von harmonischen Schwingungen.

Definition 26. harmonische Schwingung

Definition.

y = A sin (2πft+ ϕ)

= A sin
(

2π
T
t+ ϕ

)
= A sin (ωt+ ϕ)

mit t ∈ R heißt harmonische Schwingung (vgl. Abbildung 512)
A: Amplitude
f : Frequenz, d.h. Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit
ϕ: Phase
T := 1

f : Periode, d.h. Dauer einer Schwingung
ω := 2π

T = 2πf : Kreisfrequenz

Definition 27. Zerlegung und Zusammenfassung harmonischer Schwingungen

Definition. Jede harmonische Schwingung ist als Summe einer Cosinus- und einer Sinusfunktion darstellbar,
die beide die gleiche Frequenz und die Phase ϕ = 0 haben:

Zerlegung:

y = A sin (ωt+ ϕ)
= A sinϕ · cos (ωt) +A cosϕ · sin (ωt)
= A1 cos (ωt) +A2 sin (ωt)

12Bemerkung: Zur Darstellung periodischer Funktionen werden zwei Diagrammarten verwendet, die man auseinanderhalten
muss:

• das y/t-Diagramm gibt den Verlauf der Auslenkung (»Elongation«) eines einzigen schwingenden Punktes im Verlauf der Zeit t
an.

• das y/x-Diagramm zeigt eine Momentanaufnahme aller schwingenden Punkte zu einem Zeitpunkt t.



30 MATTHIAS ANSORG

y

|A|

|A|

t0

T=
1
f

−

Abbildung 5. harmonische Schwingung

Zusammenfassung: Ansatz:

A1 cos (ωt) +A2 sin (ωt) = A sinϕ · cos (ωt) +A cosϕ · sin (ωt)
= A sin (ωt+ ϕ)

Durch Koeffizientenvergleich erhält man als Ansatz für die Berechnung von A, ϕ:

A1 = A sinϕ ∧A2 = A cosϕ

• Berechnung von A:

⇒ A2
1 +A2

2 = A2 sin2 ϕ+A2 cos2 ϕ = A2

⇔ A =
√
A2

1 +A2
2(39)

• Berechnung von ϕ:

⇒ A1

A2
=

A · sinϕ
A · cosϕ

= tanϕ

⇔ ϕ = arctan
A1

A2

Da tanϕ = tan (ϕ± π), ist 0 ≤ ϕ < 2π nicht eindeutig zu ermitteln. Wie findet man nun das
richtige ϕ? Vgl. dazu Abbildung 6.

Nützliche Formel:

(40) −A sin (ωt+ ϕ) = A sin (ωt+ ϕ+ π)

Graphische Bedeutung siehe Abbildung 7. Beweis zu Gleichung 40:

−A sin (ωt+ ϕ) = A sin
(
ω

(
t+

T

2

)
+ ϕ

)
= A sin

(
2π
T

(
t+

T

2

)
+ ϕ

)
= A sin

(
2π
T
t+ π + ϕ

)
= A sin (ωt+ π + ϕ)

Definition 28. Dirirchlet-Typ; rechtsseitiger und linksseitiger Limes

Definition. Sei g (t), t ∈ R eine Funktion mit Periode T , d.h. g (t+ T ) = g (t) für t ∈ R. g (t) heißt von
Dirichlet-Typ (kurz »D-Typ«), wenn das Intervall [0;T ] eine endliche Zerlegung 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn =
T besitzt, so dass gilt: Auf jedem offenen Teilintervall (ti; ti+1), i = 0, 1, . . . , n− 1 ist g (t) stetig und monoton.
Bemerkung: g (t) muss an den ti selbst nicht stetig und monoton sein, d.h.g (ti) und der rechtsseitige Limes

g (ti + 0) := lim
h→0

g (ti + h) , h > 0

und der linksseitige Limes
g (ti − 0) := lim

h→0
g (ti − h) , h > 0

können verschieden sein.
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Abbildung 6. Zur Ermittlung der Anfangsphase ϕ

t+ t+ +

0

y

x

Abbildung 7. Symmetrie der harmonischen Schwingung

Example 25. Sägezahnkurve (»Kippschwingung«) als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ

Example. Es ist (vgl. Abbildung 8):

g (1 + 0) = 0
g (1− 0) = 1

g (1) = 0

Example 26. Sägezahnkurve als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ

Example. Hier sind alle drei Werte verschieden (vgl. Abbildung 9):

g (1 + 0) = 0
g (1− 0) = 1

g (1) = 0, 5

Example 27. Sinushalbwelle (»Einweg-Gleichrichter«) als Beispiel einer Funktion vom Dirichlet-Typ
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Abbildung 8. Sägezahnkurve (»Kippschwingung«) ist eine Funktion vom D-Typ
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Abbildung 9. Sägezahnkurve ist eine Funktion vom D-Typ
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Abbildung 10. Sinushalbwelle ist eine Funktion vom D-Typ

Example. Vergleiche Abbildung 10.

Example 28. Funktion nicht vom Dirichlet-Typ

Example. Ist die Funktion in Abbildung 11 vom Dirichlet-Typ? Sie ist periodisch mit T = 1. Sie muss daher
nach Definition 28 in [0; 1] eine endliche Zerlegung 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = T besitzen und auf
jedem dieser Teilintervalle stetig und monoton sein, um vom Dirichlet-Typ zu sein. Ihre Funktionsgleichung
im Intervall [0; 1] ist:

g (t) =
{

1
t − 1 für t ∈ (0; 1]

0 für t = 0
Man erkennt: Der rechtsseitige Grenzwert g (t0 + 0) ist ∞, d.h. er existiert nicht. Deshalb ist die Funktion wie
auch alle anderen unbeschränkten Funktionen nicht vom D-Typ.

Definition 29. Fourier-Reihe

Definition. Sei g (t) vom Dirichlet-Typ. Sei ω = 2π
T = 2πf0, f0 = 1

T . Dann gibt es eine trigonometrische
Reihe (»Fourier-Reihe«)

(41) s (t) =
c0
2

+
∞∑
k=1

[ck · cos (kωt) + sk · sin (kωt)]

mit:
• s (t) = g (t) für t aus dem Stetigkeitsbereich von g.
• s (ti) = 1

2 (g (ti + 0) + g (ti − 0)) für die Sprungstellen ti von g.
ck, sk: Fourier-Koeffizienten von g (t)
F [g] (t): andere Bezeichnung der Fourier-Reihe s (t)
f0: Grundfrequenz von g (t)



VORLESUNGSMODUL PRAKTISCHE MATHEMATIK - VORLMOD MATHE3 - 33

x

y

−1 1 2 30

Abbildung 11. Eine Funktion nicht vom Dirichlet-Typ
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Abbildung 12. Grund- und Oberschwingungen der Fourier-Reihe

Erläuterung, was der Unterschied zwischen g (t) und s (t) bewirkt: ist g (t) eine Kippschwingung wie in Abbil-
dung 8, so entspricht s (t) Abbildung 9. Man nennt

ck · cos (2π · kf0 · t) + sk · sin (2π · kf0 · t)
die k-te Harmonische oder (k − 1)-te Oberwelle von g (t)13. Sie hat die k-fache Grundfrequenz f0, also fk = kf0.
Folgerichtig nennt man für k = 1

c1 · cos (2π · f0 · t) + s1 · sin (2π · f0 · t)
die 1. Harmonische oder Grundwelle von g (t). Ihre Frequenz ist f1 = 1 · f0. Vergleiche dazu Abbildung 12. Die
Amplituden der Harmonischen sind aufgrund der Fourier-Koeffizienten alle verschieden. Die k-te Harmonische
hat nach Gleichung 39 die Amplitude:

(42) Ak =
√
c2k + s2

k

Durch Fourier-Reihen kann man also jede periodische Funktion vom Dirichlet-Typ durch eine Summe von
harmonischen Schwingungen (darstellbar durch eine Summe aus einer Cosinus- und einer Sinusschwingung)
approximieren.

Die Amplituden der Harmonischen trägt man in einem Amplituden-Frequenzsprektrum (kurz: Amplituden-
spektrum) auf; dabei ist A0 = |c0|. Es entsteht ein Linienspektrum, daher auch »diskretes Amplitudenspek-
trum«. Vgl. Abbildung 13.

4.1. Harmonische Analyse für T = 2π. Dies ist die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ck, sk. Vorläufige
Vereinbarung: g (t) sei vom Dirichlet-Typ; T = 2π, also ω = 2π

T = 2π
2π = 1 und f0 = 1

T = 1
2π . Wir brauchen

zuerst ein paar Hilfsmittel:

13mit ω = 2πf0 zeigt sich, dass hier der k-te Summand der Fourier-Reihe (Gleichung 41) steht.



34 MATTHIAS ANSORG

ffffff1 2 3 4 4 5

A

A
A

A

A

A

0

0

2

3

4

5

6

A

A

f

1k

Abbildung 13. diskretes Frequenzspektrum nach Fourier-Analyse

Definition 30. Additionstheoreme

Definition.

sin (α± β) = sinα · cosβ ± cosα · sinβ
cos (α± β) = cosα · cosβ ∓ sinα · sinβ

⇒ sin (α+ β) + sin (α− β) = 2 · sinα · cosβ
cos (α+ β) + cos (α− β) = 2 · cosα · cosβ(43)
cos (α+ β)− cos (α− β) = −2 · sinα · sinβ

Definition 31. Orthonormalitätseigenschaften von Cosinus und Sinus

Definition. Für alle n,m ∈ N = {1, 2, . . .} gilt:

(44)
∫ 2π

0

cos (nt) dt =
∫ 2π

0

sin (nt) dt = 0

⇒
∫ 2π

0

sin (nt) · cos (mt) dt = 0

(45)
∫ 2π

0

cos (nt) · cos (mt) dt =
∫ 2π

0

sin (nt) · sin (mt) dt =
{
π für n = m
0 für n 6= m

Beweis zu Gleichung 44:∫ 2π

0

cos (nt) dt =
[

sin (nt)
n

]2π

0

=
sin (n · 2π)

n
− sin 0

n
= 0− 0 = 0

Beweis zu Gleichung 45 unter Verwendung des Additionstheorems Gleichung 43:∫ 2π

0

cos (nt) · cos (mt) dt =
1
2

∫ 2π

0

2 · cos (nt) · cos (mt) dt

=
1
2

∫ 2π

0

(cos ((n+m) t) + cos ((n−m) t)) dt

• Integration im Falle n = m:

=
1
2

∫ 2π

0

(cos (2nt) + 1) dt

=
1
2

[
sin (2nt)

2n
+ t

]2π

0

=
1
2

[(
sin (2n · 2π)

2n
+ 2π

)
−
(

sin 0
2n

+ 0
)]

=
1
2
· 2π = π

• Integration im Falle n 6= m:

=
1
2

[
sin ((n+m) t)

n+m
+

sin ((n−m) t)
n−m

]2π

0

=
1
2

[(
sin ((n+m) · 2π)

n+m
+

sin ((n−m) · 2π)
n−m

)
− 0
]

= 0
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Die restlichen Gleichungen aus Definition 31 können analog bewiesen werden.

Definition 32. Berechung der Fourier-Koeffizienten

Definition. Sei g (t) vom Dirichlet-Typ mit T = 2π. Dann gilt:

(46) c0 =
1
π

∫ 2π

0

g (t) dt

(47) ck =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · cos (kt) dt, k = 1, 2, . . .

sk =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · sin (kt) dt, k = 1, 2, . . .

Gleichung 46 ergibt sich aus Gleichung 47 mit k = 0.

Beweis zu Definition 32. Da g (t) vom Dirichlet-Typ ist, gilt an allen Stetigkeitststellen von g (also bis auf die
Sprungstellen ti):

g (t) = s (t)

=
c0
2

+
∞∑
k=1

(ck cos (kt) + sk sin (kt))

• c0 berechnen durch Integration auf beiden Seiten:

∫ 2π

0

g (t) dt =
c0
2

∫ 2π

0

1 dt+
∞∑
k=1

(
ck

∫ 2π

0

cos (kt) dt+ sk

∫ 2π

0

sin (kt) dt
)

=
c0
2

[t]2π0 +
∞∑
k=1

(ck · 0 + sk · 0) =
c0 · 2π

2
= c0 · π

⇔ c0 =
1
π

∫ 2π

0

g (t) dt

• ck, k = 1, 2, . . . berechnen durch Multiplikation mit cos (mt) und anschließender Integration14:

∫ 2π

0

g (t) · cos (mt) dt =
c0
2

∫ 2π

0

cos (mt) dt+
∞∑
k=1

(
ck

∫ 2π

0

cos (kt) · cos (mt) dt+ sk

∫ 2π

0

sin (kt) · cos (mt) dt
)

= 0 +
∞∑
k=1

(
ck

∫ 2π

0

cos (kt) · cos (mt) dt+ 0
)

⇒
∫ 2π

0

g (t) · cos (mt) dt =
∞∑
k=1

(
cm

∫ 2π

0

cos (mt) · cos (mt) dt
)

=
∞∑
k=1

cm · π

= cm · π

⇔ cm =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · cos (mt) dt für m = 1, 2, . . .

14Beachte bei den folgenden Umformungen Definition 31! Außerdem wird beim Umformen k = m angenommen, d.h. man geht
im weiteren nur von diesem Fall aus. Am Ende entsteht daher cm, hier nur eine andere Bezeichnung von ck.
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• sk, k = 1, 2, . . . berechnen durch Mutliplikation mit sin (mt) und anschließende Integration:∫ 2π

0

g (t) · sin (mt) dt =
c0
2

∫ 2π

0

sin (mt) dt+
∞∑
k=1

(
ck

∫ 2π

0

cos (kt) · sin (mt) dt+ sk

∫ 2π

0

sin (kt) · sin (mt) dt
)

= 0 +
∞∑
k=1

(
ck · 0 + sk

∫ 2π

0

sin (kt) · sin (mt) dt
)

⇒
∫ 2π

0

g (t) · sin (mt) dt =
∞∑
k=1

(
sm

∫ 2π

0

sin (mt) · sin (mt) dt
)

=
∞∑
k=1

sm · π

= sm · π

⇔ sm =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · sin (mt) dt für m = 1, 2, . . .

Definition 33. Beliebigkeit des Integrationsintervalls

Definition. Wegen Periodizität von g (t) kann jedes Intervall [a; a+ 2π] als Integrationsintervall gewählt
werden. Man berechnet die Fourierkoeffizienten also über:

ck =
1
π

∫ a+2π

a

g (t) · cos (kt) dt, k = 0, 1, 2, . . .

sk =
1
π

∫ a+2π

a

g (t) · sin (kt) dt, k = 1, 2, . . .

Definition 34. Fourier-Koeffizienten bei geraden und ungeraden Funktionen15

Definition.
• Ist g (t) eine gerade Funktion, dann gilt für alle k = 1, 2, . . .:

sk = 0

ck =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · cos (kt) dt

=
1
π

∫ π

−π
g (t) · cos (kt) dt

=
2
π

∫ π

0

g (t) · cos (kt) dt

• Ist g (t) eine ungerade Funktion, dann gilt für alle k = 0, 1, 2, . . .:

ck = 0

sk =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · sin (kt) dt(48)

=
1
π

∫ π

−π
g (t) · sin (kt) dt

=
2
π

∫ π

0

g (t) · sin (kt) dt

Der Integrand in Gleichung 48 ist ein Produkt zweier ungerader Funktionen und daher eine gerade
Funktion (vgl. sin2 x).

Example 29. Harmonische Zerlegung einer nicht geraden, nicht ungeraden Rechtecksfunktion

Example. Gegeben ist (vgl. Abbildung 14)16:

g (t) =
{

1 für t ∈ [0;π)
0 für t ∈ [π; 2π)(49)

g (t) = g (t+ 2π) ; t ∈ R(50)

15Eine gerade Funktion ist spiegelsymmetrisch zur y-Achse, d.h. g (t) = g (−t), z.B. cos t
Eine ungerade Funkion ist punktsymmetrisch zum Achsenursprung, d.h. −g (t) = g (−t), z.B. sin t.

16Gleichung 50 bedeutet, dass g (t) mit einer Periode von T = 2π periodisch ist.
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Abbildung 14. weder gerade noch ungerade Rechtecksfunktion

c0 =
1
π

∫ 2π

0

g (t) dt

=
1
π

∫ π

0

1 dt+
1
π

∫ 2π

π

0 dt

=
1
π

[t]π0 = 1

ck =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · cos (kt) dt

=
1
π

∫ π

0

1 · cos (kt) dt+
1
π

∫ 2π

π

0 · cos (kt) dt

=
1
π

[
sin (kt)
k

]π
0

= 0 (k = 1, 2, . . .)

sk =
1
π

∫ 2π

0

g (t) · sin (kt) dt

=
1
π

∫ π

0

1 · sin (kt) dt+ 0

=
1
π

[
−cos (kt)

k

]π
0

=
1
π

(
−cos (kπ)

k
+

1
k

)
= −cos (kπ)

kπ
+

1
kπ

=
{

0 für k = 2, 4, 6, 8, . . .
2
k·π für k = 1, 3, 5, 7, . . .

Wie groß sind nun die Amplituden der Harmonischen (vgl. Gleichung 42)?

A0 = |c0| = 1

Für k = 1, 2, . . . gilt:

Ak =
√
c2k + s2

k =
√

0 + s2
k

= |sk|

A1 =
2
π
≈ 0, 64

A2 = 0

A3 =
2

3 · π
≈ 0, 21

A4 = 0

A5 =
2

5 · π
≈ 0, 13

A6 = 0

A7 =
2

7 · π
≈ 0, 09
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Abbildung 15. ungerade Rechtecksfunktion

Die Hüllkurve im Amplitudenspektrum beginnt also in (0; 1) und verläuft asymptotisch zur f -Achse. Die
Fourier-Reihe nach Gleichung 41 ist also:

s (t) =
c0
2

+
∞∑
k=1

[ck · cos (kωt) + sk · sin (kωt)]

=
1
2

+
2
π

sin t+
2

3π
sin 3t+

2
5π

sin 5t+ . . .

Example 30. Harmonische Zerlegung einer ungeraden Rechtecksfunktion

Example.

g (t) =
{

1 für t ∈ [0;π)
−1 für t ∈ [0; 2π)

g (t) = g (t+ 2π) ; t ∈ R
Sprungstellen sind für die Symmetrie einer Funktion irrelevant; g (t) ist also ungerade (vgl. Abbildung 15).
Das heißt für die Fourier-Koeffizienten:

ck = 0; k = 0, 1, 2, . . .

sk =
2
π

∫ π

0

g (t) · sin (kt) dt

=
2
π

[
−cos (kt)

k

]π
0

= −2 cos (kπ)
πk

+
2 cos 0
πk

=
{

0 für k = 2, 4, 6, 8, . . .
4
kπ für k = 1, 3, 5, 7, . . .

Die Amplituden betragen daher nach Gleichung 42:

Ak =
√
c2k + s2

k =
√

0 + s2
k = |sk|

A0 = 0

A1 =
4
π

A2 = 0

A3 =
4

3π
A4 = 0

A5 =
4

5π
A6 = 0
...

Damit ist die Hüllkurve im Amplituden-Frequenzspektrum eine Hyperbel y = 4
πx (vgl. Abbildung 16).
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Abbildung 16. diskretes Amplitudenspektrum einer ungeraden Rechtecksfunktion

4.2. Harmonische Analyse für beliebiges T . g (t) sei vom Dirichlet-Typ mit Periode T , ω = 2π
T . Dann ist

die Fourier-Reihe von g (t):

s (t) =
c0
2

+
∞∑
k=1

(ck cos (kωt) + sk sin (kωt))

Definition 35. Berechnung der Fourier-Koeffizienten bei beliebigem T

Definition.

ck =
2
T

∫ T

0

g (t) · cos (kωt) dt; k = 0, 1, 2, . . .

sk =
2
T

∫ T

0

g (t) · sin (kωt) dt; k = 1, 2, . . .

Dabei ist anzumerken:

• Als Integrationsintervall kann jedes Intervall der Form [a; a+ T ] verwendet werden, z.B. auch
[
−T2 ; T2

]
.

• Ist g (t) gerade, so gilt für die Fourier-Koeffizienten:

sk = 0; k = 1, 2, . . .

ck =
4
T

∫ T
2

0

g (t) · cos (kωt) dt; k = 0, 1, 2, . . .

• Ist g (t) ungerade, so gilt für die Koeffizienten:

ck = 0; k = 0, 1, 2, . . .

sk =
4
T

∫ T
2

0

g (t) · sin (kωt) dt; k = 1, 2, . . .

4.3. Komplexe Fourierreihe. Es gilt aufgrund der Gleichungen 19 und 20:

(51) cos (ωkt) =
eiωkt + e−iωkt

2

sin (ωkt) =
eiωkt − e−iωkt

2i

= −ie
iωkt − e−iωkt

2
(52)
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Einsetzen dieser Gleichungen 51 und 52 in die Fourier-Reihe (ω = 2π
T ):

s (t) =
c0
2

+
∞∑
k=1

[ck · cos (kωt) + sk · sin (kωt)]

=
c0
2

+
∞∑
k=1

[
ck
eiωkt + e−iωkt

2
− isk

eiωkt − e−iωkt

2

]

=
c0
2

+
∞∑
k=1

[
cke

iωkt + cke
−iωkt − iskeiωkt + isk − e−iωkt

2

]

=
c0
2

+
∞∑
k=1

[
ck − isk

2
eikωt +

ck + isk
2

e−ikωt
]

= a0 +
∞∑
k=1

[
ake

ikωt + a−ke
−ikωt]

=
∞∑

k=−∞

ake
ikωt =

∞∑
k=−∞

ake
ik 2π

T t

=
∞∑

k=−∞

ake
i2πkft

Die ak dieser komplexen Fourierreihe sind komplex, wobei a−k = ak (konjugiert komplexe Zahl):

a0 =
c0
2

ak =
ck − isk

2
(53)

a−k = ak =
ck + isk

2

Man benötigt also Umrechnungsformeln zur Ermittlung der Fourier-Koeffizienten ck, sk:

c0 = 2a0

ck = ak + ak = ak + a−k

sk = −i (ak − ak) = −i (ak − a−k)

Definition 36. Ermittlung der ak

Definition. Es gilt

(54) ak =
1
T

∫ T

0

g (t) · e−ik 2π
T t dt; k ∈ Z

Die Frequenz k 1
T = kf ist für k < 0 negativ!

Definition 37. Amplitude der komplexen Fourierreihe

Definition. |ak| heißt Amplitude zur Frequenz kf der komplexen Fourierreihe. Ermittlung dieses Betrages
als Betrag einer komplexen Zahl aus Gleichung 53 nach dem Satz des Pythagoras:

|ak| =
√(ck

2

)2

+
(sk

2

)2

=
1
2

√
c2k + s2

k =
1
2
Ak

Offensichtlich sind also die Amplituden der komplexen Fourierreihe genau 1
2 so groß wie die Amplituden

der reellen Fourierreihe. Aufgrund |ak| = |a−k| ist das Amplitudenspektrum einer komplexen Fourierreihe
symmetrisch zur y-Achse.

Example 31. Komplexe Fourierreihe und zugehöriges Frequenzspektrum einer Sägezahnkurve

Example. Gegeben ist die Sägezahnkurve (vgl. Abbildung 17)

g (t) = − 1
π
t+ 1 =

1
π

(−t+ π) ; t ∈ [0;π)

g (t) = g (t+ π) ; t ∈ R
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Abbildung 17. Sägezahnfunktion g (t) = − 1
π t+ 1; g (t) = g (t+ π)

ak =
1
T

∫ T

0

g (t) · e−ik 2π
T t dt

=
1
π

∫ π

0

1
π

(−t+ π) · e−ik 2π
π t dt

=
1
π2

∫ π

0

(π − t) · e−2ikt dt

=
1
π2

[
(π − t) e

−2ikt

−2ik
+
∫ π

0

e−2ikt

−2ik
dt

]π
0

=
1
π2

[
(π − t) e

−2ikt

−2ik
+

e−2ikt

(−2ik)2

]π
0

=
1
π2

(
(π − π)

e−2ikπ

−2ik
+
e−2ikπ

−4k2
−
(
πe0

−2ik
+

e0

−4k2

))
nach Gleichung 22 ist e−2ikπ = cos (2kπ)− i sin (2kπ) = 1− 0i = 1; also:

=
1
π2

(
1
−4k2

−
(
−2kiπ
−4k2

+
1
−4k2

))
=

1
π2

(
1 + 2kiπ − 1
−4k2

)
=

1
π2

(
πi

−2k

)
= − i

2kπ
; k ∈ Z, k 6= 0

Da in der allgemeinen Lösung k 6= 0 gilt, muss a0 auch über Gleichung 54 ermittelt werden:

a0 =
1
π2

∫ π

0

(π − t) · e0 dt

=
1
π2

[
πt− 1

2
t2
]π

0

=
1
π2

(
π2 − 1

2
π2

)
=

1
π2

π2

2
=

1
2

Wie sieht das Amplitudenspektrum aus? Es ist T = π, also f0 = 1
π , fn = kf0, k = ±1,±2, . . ..

|a0| =
1
2

|ak| =
∣∣∣∣− i

2kπ

∣∣∣∣ =
1

2kπ
⇒ |a1| = |a−1| ≈ 0, 16
|a2| = |a−2| ≈ 0, 08
|a3| = |a−3| ≈ 0, 05
|a4| = |a−4| ≈ 0, 04

Die ak außer a0 liegen also auf der Hyperbel y =
∣∣ 1

2πx

∣∣ als Hüllkurve (vgl. Abbildung 18).

4.4. Diskrete Fourier-Transformation (DFT). Um mit der DFT die Fourier-Koeffizienten zu berechnen,
benötigt man nicht die Funktion g (t) wie bisher, sondern nur eine Reihe von n äquidistanten Messpunkten yj
im Intervall [0;T ]. Die inverse DFT liefert in umgekehrter Richtung die Messpunkte yj bei gegebenen Fourier-
Koeffizienten ak. Bei beiden wird der Wert der tatsächlichen Periode T nicht benötigt, relevant ist nur die
Anzahl n der äquidistanten Messpunkte yj im Intervall [0;T ]. Als Hilfsmittel wird benötigt:
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Abbildung 18. diskretes Amplitudenspektrum der Sägezahnfunktion g (t) = − 1
π t+ 1; g (t) = g (t+ π)

Definition 38. Trapezregel zur numerischen Integration17

Definition. ∫ tn

t0

g (t) dt =
(
g (t0)

2
+ g (t1) + g (t2) + . . .+ g (tn−1) +

g (tn)
2

)
·∆t

Die Amplituden der Harmonischen sind wie bisher die Fourier-Koeffizienten ak, hier bei der DFT diskrete
Fourier-Koeffizienten genannt. Man kann sie aus den gegebenen äquidistanten Messpunkten yi gemäß Definition
39 berechnen. Die diskrete Fourier-Transformation (Definitio 40) ist eine Rechenvorschrift zur Berechnung der
sog. »diskreten Fourier-Transformierten« zk = n · ak.

Definition 39. diskrete Fourier-Koeffizienten (ohne Herleitung)

Definition.

ak =
1
n

n−1∑
j=0

yj · e−
ik2πj
n ; k = 0,±1,±2, . . .

heißen diskrete Fourier-Koeffizienten. Bezeichnungen:
yj: (äquidistanter) Messpunkt

Es gilt stets

ak+n = ak(55)
∧a−k = ak(56)

⇒ an−k = ak(57)

so dass man also nur n
2 aufeinanderfolgende ak berechnen muss. Analoges gilt für die Fourier-Transformierten

zk.

Definition 40. diskrete Fourier-Transformation (ohne Herleitung)

Definition.

(58) zk =
n−1∑
j=0

yj · e−
ik2πj
n ; k = 0, 1, . . . , n− 1

heißt diskrete Fourier-Transformation. Es gilt ak = 1
nzk. Bezeichnungen:

zk: diskrete Fourier-Transformierte
yj: (äquidistanter) Messpunkt

17Stoff der Vorlesung Matematik 2. Vgl. Vorlesungsmodul Mathematik 2, Kapitel 4.2. Bezugsquelle: http://homepages.
fh-giessen.de/~hg12117/index.html.

http://homepages.fh-giessen.de/~hg12117/index.html
http://homepages.fh-giessen.de/~hg12117/index.html
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Abbildung 19. Beispiel eines Amplituden-Spektrums nach DFT mit n = 9

Zur manuellen Berechnung von Fourier-Transformierten formt man unter Verwendung von Gleichung 22
zuerst um:

zk =
n−1∑
j=0

yj · e−
ik2πj
n

=
n−1∑
j=0

yj ·
(

cos
(
k2πj
n

)
− i · sin

(
k2πj
n

))

=
n−1∑
j=0

yj · cos
(
k2πj
n

)
− i ·

n−1∑
j=0

yi · sin
(
k2πj
n

)
; k = 0, 1, . . . , n− 1

Example 32. diskrete Fourier-Koeffizienten bei n = 9

Example. Man beginnt die Berechnung bei a−4 und hat n = 9 Koeffizienten auszurechnen:

a−4, a−3, a−2, a−1, a0, a1, a2, a3, a4

Dann wiederholen sich die Werte der Koeffizienten nach ak+n = ak:

a5 = a−4

a6 = a−5

a7 = a−6

...

Das Amplituden-Spektrum der |ak| hat die in Abbildung 19 dargestellten Symmetrieachsen, denn es gilt ja stets
|a−k| = |ak| und |ak+n| = |ak| (vgl. Gleichungen 55, 56). Bei geradem n fallen sogar beide Symmetrieachsen
mit Linien des Spektrum zusammen (bei n = 8 z.B. mit |a4|).

Example 33. Diskrete Fourier-Transformation

Example. Gegeben sind die folgenden Abtastwerte einer Zeitfunktion g (t) mit Periode 2π:
tj 0 1

4π
2
4π

3
4π

4
4π

5
4π

6
4π

7
4π

yj 0, 5 1 2 1 0, 5 0 1 0
Man berechne manuell die diskrete Fourier-Transformierte zu g (t), d.h. hier z0, . . . , z7. Dazu formt man zuerst
die Gleichung der DFT (Gleichung 58) unter Verwendung von Gleichung 22 um, so dass sich die tabellarische
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Berechnung vereinfacht; mit n = 8 gilt:

zk =
n−1∑
j=0

yj · e−
ik2πj
n ; k = 0, 1, . . . , n− 1

=
7∑
j=0

yj · e−
ikπj

4 ; k = 0, 1, . . . , 7

=
7∑
j=0

yj ·
(

cos
(π

4
kj
)
− i · sin

(π
4
kj
))

; k = 0, 1, . . . , 7

=
7∑
j=0

yj · cos
(π

4
kj
)
− i ·

7∑
j=0

yj · sin
(π

4
kj
)

; k = 0, 1, . . . , 7

Aufgrund der Symmetrie (Gleichung 57) sind bei solchen Aufgaben die Cosinus- und Sinuswerte nur für
k = 0, . . . , n2 zu bilden.

• Berechne
∑7
j=0 yj · cos

(
π
4 kj

)
; k = 0, 1, . . . , 4.

k → k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
j ↓ yj ↓ yj · cos (0) yj · cos

(
π
4 j
)

yj · cos
(
π
2 j
)

yj · cos
(

3π
4 j
)

yj · cos (πj)
0 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5
1 1 1

√
2

2 0 −
√

2
2 −1

2 2 2 0 −2 0 2
3 1 1 −

√
2

2 0
√

2
2 −1

4 0, 5 0, 5 −0, 5 0, 5 −0, 5 0, 5
5 0 0 0 0 0 0
6 1 1 0 −1 0 1
7 0 0 0 0 0 0∑

6 0 −2 0 2
• Berechne

∑7
j=0 yj · sin

(
π
4 kj

)
; k = 0, 1, . . . , 4

k k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
j yj yj · sin (0) yj · sin

(
π
4 j
)

yj · sin
(
π
2 j
)

yj · sin
(

3π
4 j
)

yj · sin (πj)
0 0, 5 0 0 0 0 0
1 1 0

√
2

2 1
√

2
2 0

2 2 0 2 0 −2 0
3 1 0

√
2

2 −1
√

2
2 0

4 0, 5 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0
6 1 0 −1 0 1 0
7 0 0 0 0 0 0∑

0 1 +
√

2 0 −1 +
√

2 0
• Setze Endergebnis zusammen:

– z0 = 6
– z1 = 0− i

(
1 +
√

2
)
≈ −2, 414i

– z2 = −2
– z3 = 0− i

(
−1 +

√
2
)
≈ −0, 414i

– z4 = 2
– z5 = z3 = 0 + i

(
−1 +

√
2
)
≈ 0, 414i

– z6 = z2 = −2
– z7 = z1 = 0 + i

(
1 +
√

2
)
≈ 2, 414i

Eine Auftragung von Re (zk), Im (zk) und |zk| gegen k zeigt: Bei der DFT ist stets Re (zk) spiegelsymmetrisch
bzgl. der senkrechten Achse durch die Intervallmitte k = n

2 , Im (zk) ist punktsymmetrisch bzgl. dem Punkt(
n
2 | 0

)
auf dieser Achse. Dies folgt aus Gleichung 57.

Ist g (t) eine gerade Funktion, dann ist nach Definition 34 sk = 0. Aus ak = ck−i·sk
2 wird dann ein reelles

ak = ck
2 (es müssen keine Sinuswerte bei der Berechnung der DFT berechnet werden).

Ist g (t) eine gerade Funktion, dann ist nach Definition 34 ck = 0. Aus ak = ck−i·sk
2 wird dann ein komplexes

ak = −i·sk
2 (es müssen keine Cosinuswerte bei der Berechnung der DFT berechnet werden).

Definition 41. inverse diskrete Fourier-Transformation
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Definition. Es gilt (sog. inverse diskrete Fourier-Transformation):

yj =
n−1∑
k=0

ak · e−
ik2πj
n =

1
n

n−1∑
k=0

zk · e−
k2πj
n ; j = 0, 1, . . . , n− 1

Die durch eine Wertetabelle der Art
t t0 . . . tn−1

y y0 . . . yn−1
(d.h. Messwerte zu verschiedenen Zeitpunkten) ge-

gebene Funktion g (t) heißt Zeitfunktion. Die durch eine Wertetabelle der Art
f 0 f0 2f0 . . . (n− 1) f0

z z1 z2 z3 . . . zn−1

gegebene Funktion G (f) heißt Frequenzfunktion. Da in der DFT kein T und also auch kein 1
T = f0 vorkommen,

ersetzt man in den Tabellen die Spaltentitel tj und kf0 durch die Zahlenfolge 0, 1, 2, . . . , n− 1.

4.5. Fast Fourier Transform (FFT).

4.5.1. Grundlagen. Schnelle Fourier-Transformation, erarbeitet von Codey und Turkey 1965. Gegeben sind
dabei n äquidistante Abtastwerte y0, . . . , yn−1 im Intervall [0;T ] einer T -periodischen Funktion g (t):

yj = g (tj)
tj = j ·∆t

∆t =
T

n

n sei hier stets eine Zweierpotenz: n = 2H . Schreibweise für die DFT (Gleichung 58) in der FFT: man setzt
wn = e

−2πi
n und schreibt daher die DFT als:

(59) zk =
n−1∑
j=0

yj · e
−2πi
n kj =

n−1∑
j=0

yjw
kj
n ; k = 0, 1, . . . , n− 1

Dabei dürfen die Exponenten und der Index n von wn gegeneinander »gekürzt« werden:

w8 = e
−2πi

8

w4 = e
−2πi

4

w2
8 = e

−2πi
8 ·2 = e

−2πi
4 = w1

4 = w4

4.5.2. Aufwand der DFT nach Gleichung 59. Zur Berechung eines zk werden benötigt:
• 1 Bildung von wkn, hier jedoch unberücksichtigt.
• n Potenzierungen:

(
wkn
)j , j = 0, 1, . . . , n− 1

• n Multiplikationen: yj · wkjn , j = 0, 1, . . . n− 1
• n− 1 Additionen: y0w

k·0
n + y1w

k·1
n + . . .+ yn−1w

k·(n−1)
n

Insgesamt bisher etwa 3n Operationen. Für alle zk, k = 0, 1, . . . , n− 1 werden daher insgesamt n · 3n = 3n2 =
O
(
n2
)18 Operationen benötigt, und zwar Operationen mit komplexen Zahlen! Die FFT benötigt demgegenüber

nur einen Aufwand O (n · log2 n).

4.5.3. Grundidee der FFT. Beachte: Es gilt stets n = 2H . Codey und Turkey stellten fest, dass sich yj und
yj+n

2
der DFT zusammenfassen lassen. Für die Zusammenfassung gelten die folgenden Hilfssätze:

Definition 42. Satz über wn

Definition.
• für k gerade

(60) w
k(j+n

2 )
n = wkjn

• für k ungerade

(61) w
k(j+n

2 )
n = −wkjn

• für k gerade, d.h. k = 2q

(62) wkjn = w2qj
n = wqjn

2

• für k ungerade, d.h. k = 2q + 1

(63) wkjn = w(2q+1)j
n = w2qj

n · wjn = wqjn
2
· wjn

18O
(
n2
)
: »In der Größenordnung von n2«
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Beweis zu den Gleichungen 60 und 61:

w
k(j+n

2 )
n = w

kj+k n2
n = wkjn · w

k n2
n

= wkjn · e−
2πi
n k n2 = wkjn · e−πik

= wkjn (cos (πk)− i sin (πk))

= wkjn cos (πk)

= wkjn

{
1 für k gerade
−1 für k ungerade

=
{

wkjn für k gerade
−wkjn für k ungerade

Schrittweise weiteres Zusammenfassen führt als Konsequenz zum Verfahren der FFT:
1. Schritt: Aus 1 DFT mit n Abtastwerten entstehen so 2 DFTs mit je n

2 Abtastwerten:
• Im Falle k = 2q, q = 0, 1, . . . , n2 − 1:

zk = z2q =
n−1∑
j=0

yj · wkjn =

n
2−1∑
j=0

(
yj + yj+n

2

)
wkjn(64)

=

n
2−1∑
j=0

y′jw
qj
n
2

(65)

In Gleichung 64 wurde Gleichung 60 verwendet.
In Gleichung 65 wurde Gleichung 62 verwendet.
Dies ist eine DFT mit n

2 Abtastwerten y′0, . . . , y′n2−1.
• Im Falle k = 2q + 1, q = 0, 1, . . . , n2 − 1:

zk = z2q+1 =
n−1∑
j=0

yj · wkjn =

n
2−1∑
j=0

(
yj − yj+n

2

)
wkjn(66)

=

n
2−1∑
j=0

y∗j · w
qj
n
2
· wjn(67)

In Gleichung 66 wurde Gleichung 61 verwendet.
In Gleichung 67 wurde Gleichung 63 verwendet.
Dies ist eine DFT mit n

2 Abtastwerten y∗0 , . . . , y∗n2−1.
2. Schritt: Aus 2 DFTs mit je n

2 Abtastwerten enstehen 22 = 4 DFTs mit je n
22 = n

4 Abtastwerten.
3. Schritt: Aus 4 DFTs mit je n

4 Abtastwerten entstehen 23 = 8 DFTs mit je n
23 = n

8 Abtastwerten.
...:
k. Schritt: liefert analog 2k = n »DFTs« mit je n

2k
= n

n = 1 »Abtastwert«. Diese n Werte sind gerade
alle zk!

4.5.4. Aufwand der FFT am Beispiel. Es sei n = 2H = 23 = 8, also H = log2 n = 3.
0. Schritt: Gegeben ist 1 DFT mit n = 8 Abtastwerten:

y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

1. Schritt: Durch Zusammenfasssen entstehen 2 DFTs mit je n
2 = 4 Abtastwerten:

y0 + y4 y1 + y5 y2 + y6 y3 + y7 (y0 − y4)w0
8 (y1 − y5)w1

8 (y2 − y6)w2
8 (y3 − y7)w3

8

= y′0 = y′1 = y′2 = y′3 = y∗0 = y∗1 = y∗2 = y∗3
2. Schritt: Durch Zusammenfassen enstehen 4 DFTs mit je n

4 = 2 Abtastwerten:
y′0 + y′2 y′1 + y′3 (y′0 − y′2)w0

4 (y′1 − y′3)w1
4 y∗0 + y∗2 y∗1 + y∗3 (y∗0 − y∗2)w0

4 (y∗1 − y∗3)w1
4

= y0 = y1 = ŷ0 = ŷ1 = ỹ0 = ỹ1 = y0 = y1

3. Schritt: Durch Zusammenfassen entstehen 8 DFTs mit je n
8 = 1 Abtastwert. Dies sind die zk. Um

zu ermitteln, wo welches zk steht, liest man den Werten in Reihe zugeordnete H-stellige Dualzahlen
in Gegenrichtung als k.
y0 + y1 (y0 − y1)w0

2 ŷ0 + ŷ1 (ŷ0 − ŷ1)w0
2 ỹ0 + ỹ1 (ỹ0 − ỹ1)w0

2 y0 + y1

(
y0 − y1

)
w0

2

000 001 010 011 100 101 110 111
000 100 010 110 001 101 011 111
z0 z4 z2 z6 z1 z5 z3 z7

Aufwandsermittlung: für jeden Schritt werden benötigt
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• n Additionen bzw. Subtraktionen
• ≤ n

2 Potenzierungen
• n

2 Multplikationen
Also bisher insgesamt 2n Operationen mit komplexen Zahlen. Für die H Schritte der FFT werden also insge-
samt 2nH = 2n · log2 n = O (n · log2 n) Operationen benötigt. Für n = 1024 = 2H = 210 benötigt die DFT
3n2 = 3 · 10242 ≈ 3.000.000 Operationen, die FFT nur 2n · log2 n = 2 · 1024 · 10 = 20.000 Operationen; sie ist
also in diesem Beispiel mindestens 150mal schneller!

4.5.5. Programmentwurf zur FFT. Umwandlung von Dezimal- in Dualzahlen durch modulo-Division; die Bit-
folge im Dualsystem sind die Reste von unten nach oben gelesen:

19 : 2 = 9 Rest 1
9 : 2 = 4 Rest 1
4 : 2 = 2 Rest 0
2 : 2 = 1 Rest 0
1 : 2 = 0 Rest 1
⇒ 19 = (10011)2

Umwandlung von Dual- in Dezimalzahlen über Hornerschema für eine H-Bit Dualzahl:

(bHbH−1 . . . b1b0)2 = bH2H + bH−12H−1 + bH−22H−2 + . . .+ b121 + b0

= ((((bH · 2 + bH−1) · 2 + bH−2) . . .) · 2 + b1) + b0

int reversal(int k; int H); //k als H-stellige Dualzahl umdrehen
// sei n=2^H
N_ALT=N;
for (L=H-1; L>=0; --L) {
N_NEU=N_ALT/2;
for (j=0; j<N_NEU; ++j) {
w= pow(e, -2*pi*i*j/N_ALT); //d.i. e^(-pi*i*j/N_NEU)
for (k=j; k<N; k+=N_ALT) {
t1= y[k];
t2= y[k+N_NEU];
y[k]= t1+t2;
y[k+N_NEU]= (t1-t2)*w;

}
}
N_ALT=N_NEU;

}
//richtige Reihenfolge der z_k herstellen:
for (k=0; k<N; ++k) {
j= reversal(k,H); //k als H-stellige Dualzahl umdrehen
if (j>k) {
t1= y[k];
y[k]= y[j];
y[j]= t1;

}
}
//k als H-stellige Dualzahl umdrehen
int reversal(int k; int H) {
int g1,g2,b,k_revers,j;
g1=k;
k_revers=0;
for (j=1; j<=H; ++j) { //fuer jedes der H Bits
g2= g1/2; // letztes Bit b von g1=k abspalten
b = g1-2*g2; // durch Modulo-
g1= g2; // Division
k_revers= 2*k_revers+b; //Hornerschema

//um Bit b an k_revers anzuhaengen
}
return k_revers;

}
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In obigem Algorithmus kann die Zeile
w= pow(e, -2*pi*i*j/N_ALT); //d.i. e^(-pi*i*j/N_NEU)

mit wesentlich weniger Aufwand über die Additionstheoreme berechnet werden. Im Folgenden sei n = NNEU =
N ALT

2 ein fester Wert. Es gilt dann nach Gleichung 22:

wn = e
−πij
n = cos

(π
n
j
)
− i sin

(π
n
j
)

mit

cj = cos
(π
n
j
)

= cos
(π
n

(j − 1) +
π

n

)
= cos

(π
n

(j − 1)
)
· cos

(π
n

)
− sin

(π
n

(j − 1)
)
· sin

(π
n

)
= cj−1c1 − sj−1s1

sj = sin
(π
n
j
)

= sin
(π
n

(j − 1) +
π

n

)
= sin

(π
n

(j − 1)
)
· cos

(π
n

)
+ cos

(π
n

(j − 1)
)
· sin

(π
n

)
= sj−1c1 + cj−1s1

ist eine iterative Berechnung möglich:
c1= cos(pi/N_NEU);

s1= sin(pi/N_NEU);
c=1; //=c0, nur Initialisierung
s=0; //=s0, nur Initialisierung
//Schleifenkoerper:
cc= c*c1 - s*s1;
s = s*c1 + c*s1;
c = cc;

Anmerkungen zum Programm fft.c, das in der Vorlesung verteilt wurde:
• es liefert getrennte Dateien für den Real- und Imaginärteil von zk, nämlich ftfreqre.dat und ftfreqim.dat.
Wenn eine inverse FFT ausgeführt werden soll, sind also in beiden Dateien die gewünschten Eingaben
(bzw. Änderungen für eine Fourier-Interpolation) vorzunehmen.
• Im Programm sind die Befehle system("gnuplot -persist gnuftin.dat"); system("gnuplot -persist
gnuftout.dat"); enthalten.
– Inhalt dieser Dateien zur Bildschirmausgabe von Re (yj), Im (yj), Re (zk), Im (zk)

//gnuftin.dat
plot "ftzeitre.dat" smooth unique, \

"ftzeitim.dat" smooth unique
//gnuftout.dat
plot "ftfreqre.dat" smooth unique, \

"ftfreqim.dat" smooth unique, \
"ftfreqab.dat" smooth unique

– Inhalt dieser Dateien zum Drucken von Re (yj), Im (yj), Re (zk), Im (zk); zum tatsäclichen Aus-
drucken lpr zeit; lpr freq verwenden.

//gnuftin.dat
set term <druckername>
set output "zeit.pr"
plot "ftzeitre.dat" smooth unique, \

"ftzeitim.dat" smooth unique
//gnuftout.dat
set term <druckername>
set output "freq"
plot "ftfreqre.dat" smooth unique, \

"ftfreqim.dat" smooth unique, \
"ftfreqab.dat" smooth unique

4.6. Faltung. Wie erreicht man es, dass die Kurve einer Funktion h (t) auf die Kurve einer Funktion g (t) an-
gewandt wird, dass also g (t) durch h (t) »gefaltet« wird? Dazu multipliziert man z.B. alle Fourier-Koeffizienten
ak, |k| ≤ M von g (t) mit einem Faktor 1 und alle ak, |k| > M mit einem Faktor 0. Diese Faktoren zu jedem
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Abbildung 20. Amlitudenspektrum einer Funktion zur Faltung von g (t)

ak können selbst als Fourier-Koeffizienten bk einer Funktion h (t) aufgefasst werden, die damit die gleiche Pe-
riode T wie g (t) hat. Das Amplitudenspektrum von h (t) ist dann wie in Abbildung dargestellt. In welchem
Zusammenhang nun stehen h (t) und g (t)?

Definition 43. Faltung

Definition. Seien g (t) und h (t) zwei Funktionen mit gleicher Periode T . Dann heißt die Funktion

(g ∗ h) (t) :=
1
T

∫ T

0

g (t− u) · h (u) du

die Faltung von g und h19. Es gilt

g ∗ h = h ∗ g

⇔ 1
T

∫ T

0

g (t− u) · h (u) du =
1
T

∫ T

0

h (t− u) · g (u) du

Sind ak die Fourier-Koeffizienten von g und bk die Fourier-Koeffizienten von h, dann sind akbk die Fourier-
Koeffizienten von g ∗ h.

4.7. Fourier-Interpolation. Mit Hilfe der Fourier-Transformation kann man Werte in jeder periodischen
Funktion vom Dirichlet-Typ interpolieren. Gegeben seien n = 8 Werte einer Zeitfunktion g (t):

j 0 1 2 3 4 5 6 7
yj y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

Die Fourier-Transformation liefert daraus die folgende Frequenzfunktion G (f) = G (k ·∆f):
k 0 1 2 3 4 5 6 7
zk z0 z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7

Nun verdoppele man diese Wertetabelle, indem man nach zn
2

= z4 genau n − 1 = 7 Nullen gefolgt von
zn

2
= zn

2
= z4 einfügt. Es ist zn

2
= zn

2
, denn Im

(
zn

2

)
= 0.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
zk z0 z1 z2 z3 z4 0 0 0 0 0 0 0 z4 z5 z6 z7

Hierauf wendet man nun die inverse FFT an und erhält damit doppelt so viele Werte yj wie man zu Anfang
hatte.

4.8. Zweidimensionale DFT und FFT.

Definition 44. Periodische zweidimensionale Funktion; Fundamentalbereich

Definition. Eine Funktion g (t, u) : R×R→ R heißt periodisch mit den Perioden T und U (T,U > 0), wenn
gilt für (t, u) ∈ R2:

g (t+ T, u) = g (t, u)
g (t, u+ U) = g (t, u)

Das Rechteck [0;T ]× [0;u] heißt Fundamentalbereich.

Definition 45. Abtastwert; zweidimensionale diskrete Fourier-Koeffizienten; zweidimensionale Fourier-Transformierten

Definition. Sei 0 = t0 < t1 < . . . < tM = T eine äquidistante Zerlegung von [0;T ]. Sei 0 = u0 < u1 <
. . . < uN = U eine äquidistante Zerlegung von [0;U ]. Sei M = 2G, N = 2H . Zu jedem Gitterpunkt des

19Die Symbolik g ∗ h hat nichts mit der Multiplikation beider Funktionsgleichungen zu tun, sondern die hier definierte
Bedeutung.
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Fundamentalbereichs sei ein Abtastwert gjk = g (tj , uk), j = 0, . . . ,M−1, k = 0, . . . , N−1 gegeben. Die durch

am,n =
1
M

M−1∑
j=0

1
N

N−1∑
k=0

gjk · e−2πi(mjM +nk
N )

=
1

MN

M−1∑
j=0

(
N−1∑
k=0

gjk · e−
2πi
M mj

)
· e− 2πi

N nk

mit m = 0, . . . ,M − 1, n = 0, . . . , N − 1 definierten Zahlen am,n heißen zweidimensionale diskrete Fourier-
Koeffizienten. Die durch

zm,n =
M−1∑
j=0

(
N−1∑
k=0

gjk · wmjM

)
wnkN

=
N−1∑
k=0

M−1∑
j=0

gjk · wnkN

wmjM

mitm = 0, . . . ,M−1, n = 0, . . . , N−1 definierten Zahlen heißen die zweidimensionalen Fourier-Transformierten.
Es ist stets:

am,n =
1

M ·N
· zm,n

Die Abtastwerte werden in einer Matrix dargestellt:

(68) (gjk) =


g00 g01 . . . g0,N−1

g10 g11 . . . g1,N−1

...
...

...
gM−1,0 gM−1,1 . . . gM−1,N−1


Verfahren der zweidimensionalen FFT:

(1) Wende auf jede Spalte


g0k

g1k

...
gM−1,k

 mit k = 0, . . . , N − 1 der Matrix in Gleichung 68 die eindimen-

sionale FFT an. Es entsteht eine Matrix
(
g′jk

)
.

(2) Wende auf jede Zeile der Matrix
(
g′jk

)
die eindimensionale FFT an. Es entsteht die Matrix der

zweidimensionalen Fourier-Transformierten

zm,n =

 z00 . . . z0,N−1

...
...

zM−1,0 . . . zM−1,N−1


5. Numerische Lösung von Differentialgleichungen

Definition 46. System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 1.Ordnung

Definition. Ein System von n Gleichungen der Gestalt
y′1 = f1 (x, y1, y2, . . . , yn)
y′2 = f2 (x, y1, y2, . . . , yn)
...
y′n = fn (x, y1, y2, . . . , yn)

heißt: System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung. y1, . . . , yn sind die abhängigen Variablen,
x ist die unabhängige Variable. Gesucht ist hierbei ein [a; b] und ein System von n Funktionen y1 (x) , . . . , yn (x),
die zusammen mit ihren Ableitungen für x ∈ [a; b] das System erfüllen, d.h.

y′i (x) = fi (x, y1 (x) , . . . , yn (x)) , x ∈ [a; b] , i = 1, 2, . . . , n

Definition 47. Gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

Definition. Eine Gleichung der Gestalt

(69) y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
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heißt eine gewöhnliche20 Differentialgleichung n-ter Ordnung. Gesucht ist ein Intervall [a; b] und eine Funktion
y (x), die zusammen mit ihren n Ableitungen für x ∈ [a; b] die Gleichung erfüllt21, d.h.

y(n) (x) = f
(
x, y (x) , y′ (x) , . . . , y(n−1) (x)

)
, x ∈ [a; b]

Wichtig: eine gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung kann in ein System von n gewöhnlichen
Differentialgleichungen 1. Ordnung umgeformt werden. Dazu setzt man:

y1 (x) = y (x)
y2 (x) = y′ (x) = y′1 (x)
y3 (x) = y′′ (x) = y′2 (x)

...
yn (x) = y(n−2) (x) = y′n−1 (x)

und erhält aus Gleichung 69 ein System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

y′1 = y2

y′2 = y3

...
y′n−1 = yn
y′n = f (x, y1, y2, . . . , yn)

Lösungsverfahren für solche Systeme von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind somit auch
Lösungsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 48. Anfangswertproblem 1. Ordnung

Definition. Gegeben sei eine Differentialgleichung 1. Ordnung y′ = f (x, y) und ein Punkt (x0 | y0). Gesucht
sei eine Funktion y (x) = f (x) und ein Intervall [a; b], für die gilt: Die erste Ableitung dieser Funktion ist die
gegebene Differentialgleichung 1. Ordnung und der gegebene Punkt liegt auf der Funktion:

y′ (x) = f (x, y) , x ∈ [a; b]
y (x0) = y0 , x ∈ [a; b]

Dann heißt dieses Problem Anfangswertproblem 1. Ordnung, in Zeichen

(A)
{

y′ = f (x, y)
y (x0) = y0

Example 34. Anfangswertproblem 1. Ordnung

Example.

(A)
{

y′ = (x+ y)2

y (0) = 1

Gesucht ist hier also eine Funktion y (x), deren Ableitung y′ (x) = (x+ y)2 ist und deren Funktionswert an
der Stelle x0 = 0 f (0) = 1 ist.

Oft kann oder will man die Lösung eines Anfangswertproblems nicht als Funktionsgleichung y (x) = f (x),
sondern nur als Wertetabelle von Punkten (x0 | y0) , (x1 | y1) , . . . angeben. Verfahren zur Erzeugung solcher
Wertetabellen heißen numerische Lösungsverfahren. Sie liefern i.d.R. nur Näherungswerte für die y (xi), d.h.
yi ≈ y (xi), i = 0, 1, . . .; folglich gehören zu den Lösungsverfahren auch Fehlerbetrachtungen.

Definition 49. Richtungsfeld der Differentialgleichung

Definition. Einen groben Eindruck der Lösung eines Anfangswertproblems 1. Ordnung liefert das Richtungs-
feld einer Differentialgleichung y′ = f (x, y). Man trägt dabei eine Menge von äquidistanten Punkten (»Gitter-
punkte«) in Form eines Gitters in das Koordinatensystem ein und trägt in jedem dieser Punkte einen kurzen
Tangentenstrich (»Linienelement«) ein. Die Steigung des Linienelements im Punkt (xi, yk) ist mik = f (xi, yk).
Ein Beispiel für ein solches Richtungsfeld ist Abbildung 21.

20d.h. sie enthält keine partiellen Ableitungen. Das Gegenstück sind partielle Differentialgleichungen, z.B. fxy (x, y) = fx (x, y).
21Man beachte: Die Gleichung einer Ableitung y(n) (x) ergibt sich aus Verknüpfungen der Funktionsgleichung y (x) und ihren

ersten n−1 Ableitungen. Eine Differnetialgleichung n-ter Ordnung ist also gelöst, wenn man für alle y(i), i = 0, 1, . . . , nGleichungen
einsetzt und sie damit erfüllt ist. Dies ist für eine Funktionenschar der Fall. Bei Anfangswertproblemen ist die Lösung eine einzige
Funktion, weil zusätzlich die Anfangswertbedingung erfüllt werden muss.
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Abbildung 21. Richtungsfeld einer Differentialgleichung
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Abbildung 22. Zum Eulerschen Polygonzugverfahren

5.1. Eulersches Polygonzugverfahren. Es ist ein numerisches Lösungsverfahren für Anfangswertprobleme
1. Ordnung. Vergleiche zu den folgenden Verfahrensschritten Abbildung 22.

(1) Man gibt eine (i.d.R. sehr kleine) Schrittweite h vor und definiert von x0 ausgehend eine endliche
Punktefolge auf der x-Achse: xi = x0 + i · h, i = 0, 1, . . . , n.

(2) Man lege ein Linienelement durch (x0, y0).
(3) Als Näherung für (x1, y (x1)) wähle man den Punkt (x1, y1) auf der Tangente durch (x0, y0).
(4) Man lege ein Linienelement durch (x1, y1).
(5) Als Näherung für (x2, y (x2)) wähle man den Punkt (x2, y2) auf der Tangente durch (x1, y1). Und so

weiter.
Berechung der Tangente durch (x0, y0) mit der Zweipunkteform der Geradengleichung:

y − y0

x− x0
= f (x0, y0)

⇔ y = y0 + (x− x0) · f (x0, y0)
⇒ y1 = y0 + (x1 − x0) · f (x0, y0)

= y0 + h · f (x0, y0)
⇒ y2 = y1 + h · f (x1, y1)

Damit ist die Verfahrensvorschrift des Eulerschen Polygonzugverfahrens:{
y0 = y (x0)
yi+1 = yi + h · f (xi, yi) , i = 0, 1, . . . , n
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Für die manuelle Berechnung verwendet man das folgende Schema:
i xi yi f (xi, yi)
0 x0 y0 f (x0, y0)
1 x1 = x0 + h y1 = y0 + h · f (x0, y0) f (x1, y1)
...

...
...

...

Example 35. Eulersches Polygonzugverfahren

Example. Gegeben sei das Anfangswertproblem

(A)
{

y′ = (x+ y)2

y (0) = 1

Die Schrittweite sei h = 0, 05. Die Startwerte sind x0 = 0, y0 = 1. Gesucht sind y1, y2, y3. Berechnungsschema:
i xi yi f (xi, yi)

0 x0 = 0 y0 = 1 f (x0, y0) = (0 + 1)2 = 1
1 x1 = 0, 05 y1 = y0 + h · f (x0, y0) = 1, 05 f (x1, y1) = 1, 12 = 1, 21
2 x2 = 0, 1 y2 = y1 + h · f (x1, y1) = 1, 1105 f (x2, y2) = 1, 465310
3 x3 = 0, 15 y3 = y2 + h · f (x2, y2) = 1, 183766
Bemerkung: die exakte symbolische Lösung wäre y = −x+ tan

(
x+ π

4

)
, die exakten Werte wären

y (0, 05) ≈ 1, 055356
y (0, 1) ≈ 1, 123049
y (0, 15) ≈ 1, 206088

Man kann zeigen, dass der Fehler |y (xi)− yi| ∼ h ist. Also ist dieses Verfahren ein Verfahren erster Ordnung,
denn der Fehler liegt in der Ordnung von h1: |y (xi)− yi| = O (h). Wird also die Schrittweite halbiert, so
halbiert sich auch der Fehler.

5.2. Heun-Verfahren. Es ist ein numerisches Lösungsverfahren für Anfangswertprobleme 1. Ordnung. Dabei
wird die Tangente des Eulerschen Polygonzugverfahrens durch eine Gerade g mit der Steigung k ersetzt, auf
der man (x1, y1) zu bestimmen hat als y1 = kh+ y0

22. Die Steigung k nun ist k der Mittelwert der Steigungen
K1, K2

k =
K1 +K1

2
wobei K1 = f (x0, y0) die Steigung in (x0, y0) ist und K2 = f (x1, ŷ1) = f (x0 + h, y0 + hk1) die Steigung in
(x1, ŷ1) (ŷ1 ist der nach dem Eulerschen Polygonzugverfahren ermittelte Wert). Damit ist die Verfahrensvor-
schrift des Heun-Verfahrens für i = 0, 1, . . . , n− 1:

y0 = y (x0)
K1 = f (xi, yi)
K2 = f (xi + h, yi + hK1)
yi+1 = yi + h

2 (K1 +K2)

Das Heun-Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung, d.h. der Fehler liegt in der Ordnung von h2:

y (xi)− yi = O
(
h2
)

Wird also die Schrittweite h halbiert, so wird der Fehler y (xi)− yi geviertelt.

Example 36. Schema des Heun-Verfahrens

Example. Gegeben ist das Anfangswertproblem:

(A)
{
y′ = (x+ y)2

y (0) = 1

Die Schrittweite sei h = 0, 05. Gesucht sind y1, y2. Die Lösung wird mit folgendem Schema berechnet:

22Man legt quasi ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in (x0, 0); damit wird der y-Achsenabschnitt von g gerade y0, der
x1-Wert zu y1 gerade x1 − x0 = h.
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Die Ergebnisse auf 6 Nachkommastellen sind also y1 = 1, 05525, y2 = 1, 122776. Die exakten Werte sind
nach Beispiel 35: y (0, 05) ≈ 1, 055356, y (0, 1) ≈ 1, 123049.

5.3. Runge-Kutta-Verfahren für Anfangswertprobleme 1. Ordnung. Das Runge-Kutta-Verfahren ent-
spricht dem Heun-Verfahren bis auf die Bestimmung der Steigung der Geraden g. Diese wird hier als ein
gewichteter Mittelwert von vier Steigungen bestimmt, die nach dem Eulerschen Polygonzugverfahren für xi,
xi + h

2 und xi + h auf verschiedene Art bestimmt werden. Das Runge-Kutta-Verfahren ist darum genauer als
das Heun-Verfahren, es ist ein Verfahren 4. Ordnung, d.h. der Fehler liegt in der Ordnung von h4:

y (xi)− yi = O
(
h4
)

Wird also die Schrittweite h halbiert, so sinkt der Fehler y (xi)−yi auf 1
16 . Gegeben sei ein Anfangswertproblem

1. Ordnung:

(A)
{
y′ = f (x, y)
y (x0) = y0
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Rechenvorschrift des Runge-Kutta-Verfahrens:

y0 = y (x0)

yi+1 = yi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) mit


k1 = f (xi, yi)

k2 = f
(
xi + h

2 , yi + h
2k1

)
k3 = f

(
xi + h

2 , yi + h
2k2

)
k4 = f (xi + h, yi + hk3)

(70)

Der immense Rechenaufwand des Runge-Kutta-Verfahrens lohnt sich noch gegenüber der Verwendung einer
kleineren Schrittweite h und eines einfacheren Verfahrens. Es gibt Verfahren, die noch schneller konvergieren
(Ordnung höher als 4), hier jedoch lohnt sich der Rechenaufwand nicht mehr.

Das allgemeine Schema für einen einzelnen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens:
xi + . . . yi + . . . k1, . . . , k4

xi yi k1 = f (xi, yi)
xi + h

2 yi + h
2k1 k2 = f

(
xi + h

2 , yi + h
2k1

)
xi + h

2 yi + h
2k2 k3 = f

(
xi + h

2 , yi + h
2k2

)
xi + h yi + hk3 k4 = f (xi + h, yi + hk3)

Example 37. Runge-Kutta-Verfahren für ein Anfangswertproblem 1. Ordnung

Example. Gegeben ist das folgende Anfangswertproblem:

(A)
{
y′ = (x+ y)2

y (0) = 1

Die Schrittweite sei h = 0, 05. Gesucht ist y1. Die Berechnung erfolgt entsprechend Gleichung 70 nach folgendem
Schema:

x0 + . . . y0 + . . . K1, . . . ,K4

x0 = 0 y0 = 1 K1 = f (x0, y0) = (0 + 1)2 = 1
x0 + h

2 = 0, 025 y0 + h
2K1 = 1 + 0, 025 · 1 = 1, 025 K2 = (0, 025 + 1, 025)2 = 1, 052 = 1, 1025

x0 + h
2 = 0, 025 y0 + h

2K2 = 1 + 0, 025 · 1, 1025 = 1, 0276625 K3 = (0, 025 + 1, 027 . . .)2 = 1, 107887816
x0 + h = 0, 05 y0 + hK3 = 1 + 0, 05 · 1, 1078 . . . = 1, 0553 K4 = (0, 05 + 1, 055)2 = 1, 22184676

⇒ y1 = y0 +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4)

= 1, 055355603

Dies stimmt auf 6 Nachkommastellen mit dem exakten Wert nach Beispiel 35 überein.

5.4. Runge-Kutta-Verfahren für 2× 2-Systeme 1. Ordnung. Gegeben ist hier ein Anfangswertproblem
mit 2 Differentialgleichungen erster Ordnung ẋ, ẏ und zwei Unbekannten, den Funktionswerten xi, yi; die
Differentialgleichungen hängen von einem gemeinsamen Parameter t ab; die symbolische Lösung bestände hier
aus zwei eindeutig bestimmten Funktionen x = x (t), y = y (t), deren Werte hier numerisch ermittelt werden
sollen. Das Anfangswertproblem:


ẋ = f (t, x, y)
ẏ = g (t, x, y)
x (t0) = x0

y (t0) = y0
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Die Schrittweite der ti sei h, also ti+1 − ti = h. Startpunkt ist (t0, x0, y0), zu berechnen sind die Punkte
(ti, xiyi), i = 0, 1, . . . , n. Dazu bestimme die Steigungen k1, . . . , k6 und l1, . . . , l6:

k1 = f (ti, xi, yi)
l1 = g (ti, xi, yi)

k2 = f

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k1, yi +

h

2
l1

)
l2 = g

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k1, yi +

h

2
l1

)
k3 = f

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k2, yi +

h

2
l2

)
l3 = g

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k2, yi +

h

2
l2

)
k4 = f

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k3, yi +

h

2
l3

)
l4 = g

(
ti +

h

2
, xi +

h

2
k3, yi +

h

2
l3

)

k =
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

l =
h

6
(l1 + 2l2 + 2l3 + l4)

⇒ ti+1 = ti + h

⇒ xi+1 = xi + k

⇒ yi+1 = yi + l

Example 38. Räuber-Beute-Modell »Bussarde fressen Mäuse«

Example. Sei x (t) die Polulation23 der Beutetiere (Mäuse) zur Zeit t. Sei y (t) die Population der Räuber
(Bussarde) zur Zeit t. Dann ist die Wachstumsrate24 der Mäuse ẋ

x , die der Bussarde
ẏ
y . Die Wachstumsrate ist

stets

(71) Wachstumsrate = Geburtsrate− Sterberate

Bezeichungen:
• Beute (Mäuse)

Geburtsrate: gB = konst
Sterberate: sB · y; sie ist also proportional zur Population der Räuber y

• Räuber (Bussarde)
Geburtsrate: gR · x (genauer: die Überlebensrate der Küken); sie ist also proportional zur Popu-

lation der Beute x
Sterberate: sR = konst

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun nach Gleichung 71:

(72)
{ ẋ

x = gB − sBy
ẏ
y = gRx− sR

⇔
{
ẋ = gBx− sBxy
ẏ = gRxy − sRy

Zum Beispiel könnte man mit dem »Runge-Kutta-Verfahren für 2 × 2-Systeme 1. Ordnung« das folgende
Anfangswertproblem berechnen; dabei sind zusätzlich zu Zahlen für das Gleichungssytem aus Gleichung 72
Anfangswerte der Population x (t), y (t) gegeben. Durch das Runge-Kutta-Verfahren erhält man dann die
Populationen für alle Zeitpunkte ti = t0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, die Schrittweite sei h = 0, 2:

ẋ = 1, 0 · x− 0, 02 · xy
ẏ = 0, 002 · xy − 1, 0 · y

x (0) = 300
y (0) = 100

23d.h. die Anzahl
24Eine Funktion, die angibt, wieviele Tiere pro Zeiteinheit relativ zur aktuellen Population x als abhöngiger Variablen

hinzukommen.
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6. Wahrscheinlichkeitsrechnung

6.1. Kombinatorik.

Definition 50. Permutation

Definition. SeiM eine endliche Menge. Eine Anordnung der Elemente ausM in einer bestimmten Reihenfolge
heißt Permutation von M .

Definition 51. Anzahl der Permutationen

Definition. Eine Menge M mit |M | = n Elementen besitzt n! Permutationen.

Beweis zu Definition 51: Zwischen der Position eines Elements in der Permutation und der Anzahl der (noch
nicht vorher gebrauchten) Werte, die es annehmen kann, besteht bei |M | = n folgender Zusammenhang:

Position 1 2 3 . . . n
Möglichkeiten n n− 1 n− 2 . . . 1
Die Gesamtzahl der Permutationen beträgt dann also: n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 1 = n!. qed.

Example 39. Permutation der Menge M = {a, b, c}

Example. Gegeben sei die Menge M = {a, b, c}. Dann sind alle Permutationen von M in lexikographischer
Reihenfolge:

abc, acb, bac, bca, cab, cba

Das sind |M |! = n! = 3! = 6 (verschiedene) Permutationen in Übereinstimmung mit Definition 51.

Definition 52. Permutation mit Wiederholung

Definition. SeiM eine Menge, in der einige Elemente in einer vereinbarten Weise als gleich angesehen werden.
Eine Anordnung der Elemente von M heißt Permutation mit Wiederholung. Dabei gilt: zwei Permutationen
mit Wiederholung sind gleich, wenn sie durch Vertauschen »gleicher« Elemente ineinander überführt werden
können.

Example 40. Permutation mit Wiederholung

Example. Eine Urne enthält 2 rote und 1 schwarze Kugel. Die roten Kugeln seien nicht unterscheidbar. Dann
sind die Permutationen dieser Menge U = {r, r, s}:

rrs, rsr, srr

Definition 53. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung

Definition. Sei |M | = n. M enthalte k gleiche Elemente; alle anderen Elemente seien von diesen und unter-
einander verschieden. Es gibt dann genau P (n; k) = n!

k! Permutationen mit Wiederholung von M .

Beweis zu Definition 53: Sei P die Menge aller Permutationen mit Wiederholung über M . Sei p ∈ P (d.h.
eine Permutation aus P ). Kennzeichne die gleichen Elemente der Permutation p derart, dass sie untereinander
und von den anderen unterscheidbar sind. Durch Vertauschen der k bisher gleichen Elemente in p erhält man
k! Permutationen ohne Wiederholung für dieses p ∈ P . ⇒ |P | k! = n!⇔ |P | = n!

k! .

Definition 54. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung bei mehreren gleichen Elementgruppen

Definition. Sei |M | = n. M enthalte jeweils K1,K2, . . . ,Kr gleiche Elemente25 mit K1 +K2 + . . .+Kr = n.
Es gibt dann genau

P (n;K1,K2, . . . ,Kr) =
n!

K1!K2! . . .Kr!
Permutationen mit Wiederholung.

Beweis zu Definition 54: Entspricht dem Beweis zu Definition 53 verbunden mit vollständiger Induktion.

Example 41. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung bei mehreren gleichen Elementgruppen

Example. Auf wieviele Arten lassen sich 3 rote, 2 schwarze und 4 grüne Kugeln anordnen? Es ist die Anzahl
der Elemente n = 9. Die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung ist dann:

P (9; 3, 2, 4) =
9!

3!2!4!
= 1260

Definition 55. k-Variation ohne Wiederholung (auch: »k-Permutation ohne Wiederholung«)

25D.h. r unterscheidbare Elemente, die jeweils in Anzahlen von K1,K2, . . . ,Kr gleichen vorkommen.
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Definition. Sei |M | = n, k ≤ n. Eine Folge (b1, b2, . . . , bk) von k verschiedenen Elementen aus M heißt
Variation k-ter Ordnung ohne Wiederholung (k-Variation ohne Wiederholung) (auch: »k-Permutation ohne
Wiederholung«). Der Spezialfall »n-Variation ohne Wiederholung« ist dann die Permutation. Eine andere
Beschreibung der k-Variation ohne Wiederholung ist: »Auswahl von k verschiedenen Elementen aus M mit
Berücksichtigung der Reihenfolge«.

Example 42. 2-Variation ohne Wiederholung

Example. Sei M = {a, b, c}. Dann sind alle 2-Variationen ohne Wiederholung von M :

ab, ac, ba, bc, ca, cb

Definition 56. Anzahl der k-Variationen ohne Wiederholung

Definition. Eine Menge mit n verschiedenen Elementen besitzt

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
=

n!
(n− k)! · k!

k! =
(
n
k

)
k!

k-Variationen ohne Wiederholung26.

Example 43. Anzahl der k-Variationen ohne Wiederholung

Example. In einer Urne seien 10 verschiedene Kugeln. Es werden 3 Kugeln nacheinander ohne Zurücklegen
gezogen. Wieviele mögliche Reihenfolgen gibt es?

n!
(n− k)!

=
10!

(10− 3)!
= 10 · 9 · 8 = 720

Definition 57. k-Variation mit Wiederholung

Definition. Sei M eine Menge mit n Elementen. Sei k ∈ N. Eine Folge (b1, b2, . . . , bk) von beliebigen nicht
notwendig verschiedenen Elementen aus M heißt Variation k-ter Ordnung mit Wiederholung (k-Variation mit
Wiederholung).

Example 44. 3-Variationen mit Wiederholung

Example. Sei M = {0, 1}. Dann sind alle 3-Variationen mit Wiederholung:

000
001
010
011
100
101
110
111

Definition 58. Anzahl der k-Variationen mit Wiederholung

Definition. Sei |M | = n. Dann gibt es genau nk k-Variationen mit Wiederholung von M .

Beweis zu Definition 58: Alle k-Variationen von M mit Wiederholung sind genau alle Elemente des karte-
sischen Produkts

Mk =
k∏
i=1

M = {(b1, b2, . . . , bk) | i = 1, . . . , k; bi ∈M}

Example 45. Anzahl der k-Variationen mit Wiederholung

Example. In einer Urne seien 10 verschiedene Kugeln. Es werden 3 Kugeln nacheinander gezogen, wobei
jede gezogene Kugel vor der Ziehung der nächsten zurückgelegt wird (»Ziehen mit Zurücklegen«). Wieviele
verschiedene Reihenfolgen sind möglich? 103 = 1000.

Definition 59. k-Kombination

26Wiederholung der Definition des Binominalkoeffizienten:(
n
k

)
:=

n!

k! (n− k)!
=

(
n

n− k

)
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Definition. Sei M eine endliche Menge, |M | = n. Sei k ≤ n. Eine Auswahl (b1, . . . , bk) aus k verschiedenen
Elementen aus M , wobei ihre Reihenfolge unberücksichtigt bleiben soll, heißt k-Kombination ohne Wiederho-
lung aus M .

Definition 60. Darstellung aller k-Kombinationen von M ohne Wiederholung

Definition. Merke: Die k-Kombinationen ohne Wiederholung sind genau die k-elementigen Teilmengen von
M . Man numeriert die Elemente ausM von 1 bis n und repräsentiert dann jedes Element durch seine Nummer,
d.h. man setzt M = {1, 2, . . . , n}. Man hat dadurch in M jetzt die natürliche Ordnungsrelation 1 < 2 < . . . <
n zur Verfügung. Jede k-Kombination ohne Wiederholung ist nun auf genau eine Weise mit k aufsteigend
angeordneten Elementen darstellbar. Ein weiterer Vorteil ist, dass man nun mit den Elementen vonM rechnen
kann, s.u..

Example 46. Darstellung aller 2- und 3-Kombinationen ohne Wiederholung

Example. Sei M = {1, 2, 3, 4}. Dann sind alle 3-Kombinationen ohne Wiederholung:

123, 124, 134, 234

und alle 2-Kombinationen ohne Wiederholung

12, 13, 14, 23, 24, 34

Definition 61. Anzahl der k-Kombinationen ohne Wiederholung

Definition. M mit |M | = n besitzt genau
(
n
k

)
k-Kombinationen ohne Wiederholung.

Beweis zu Definition 61: Aus jeder k-Kombination ohne Wiederholung kann man durch Bildung aller mög-
lichen Anordnungen der Elemente genau k! k-Variationen ohne Wiederholung herstellen (vgl. Definition 56).
So kann man jede k-Variation ohne Wiederholung von M erhalten. Verschiedene k-Kombinationen ohne Wie-
derholung liefern verschiedene k-Variationen ohne Wiederholung. Sei a die Anzahl der k-Kombinationen ohne
Wiederholung. Es gibt also a · k! k-Variationen ohne Wiederholung. Andererseits gibt es nach Definition 56
n!

(n−k)! k-Variationen ohne Wiederholung. Also ist:

a · k! =
n!

(n− k)!
⇔ a =

n!
k! (n− k)!

=
(
n
k

)
qed

Example 47. Lotto 6 aus 49

Example. Wieviele verschiedene Möglichkeiten zu Tippen gibt es beim Lotto »6 aus 49«? Dies entspricht der
Anzahl der 6-Kombinationen ohne Wiederholung aus einer Menge mit n = 49 Elementen, also(

49
6

)
=

49!
6! · 43!

=
49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
≈ 1, 398 · 107

Example 48. Anzahl der Teilmengen einer Menge

Example. Wieviele 5-elementige Teilmengen besitzt eine 10-elementige Menge? Dies entspricht der Anzahl
der 5-Kombinationen ohne Wiederholung aus einer Menge mit n = 10 Elementen, also(

10
5

)
=

10 · 9 · 8 · 7 · 6
1 · 2 · 3 · 4 · 5

= 252

Definition 62. k-Kombination mit Wiederholung

Definition. SeiM eine endliche Menge, |M | = n. Sei k ∈ N. Eine Auswahl (b1, b2, . . . , bk) von k nicht notwen-
dig verschiedenen Elementen aus M , wobei die Reihenfolge unberücksichtigt bleiben soll, heißt k-Kombination
mit Wiederholung.

Definition 63. Darstellung aller k-Kombinationen von M mit Wiederholung

Definition. Stellt man M durch die Zahlen 1, 2, . . . n dar wie in Definition 60 gezeigt, so kann man die
k-Kombinationen wie folgt definieren: Eine Folge (b1, . . . , bk) von Elementen bi ∈M heißt:

• k-Kombination ohne Wiederholung, wenn gilt

b1 < b2 < . . . < bk, k ≤ n
• k-Kombination mit Wiederholung, wenn gilt:

b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bk, k ∈ N
Definition 64. Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung von M

Definition. Sei M eine endliche Menge, |M | = n. M besitzt genau
(
n+ k − 1

k

)
k-Kombinationen mit

Wiederholung.
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Beweis zu Definition 64. Sei M = {1, 2, . . . , n}. Sei β = (b1, b2, . . . , bk) eine k-Kombination mit Wiederholung
aus M , d.h. b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bk. Es gilt:

b1 < b2 + 1 < b3 + 2 < . . . < bk + (k − 1)

Folglich ist β′ = (b1, b2 + 1, b3 + 2, . . . , bk + (k − 1)) eine k-Kombination ohneWiederholung ausM ′ = {1, 2, . . . , n+ (k − 1)}27
.
Sei nun umgekehrt β′ = (b′1, b

′
2, . . . , b

′
k) eine k-Kombination ohne Wiederholung ausM ′, d.h. b′1 < b′2 < . . . < b′k.

Es gilt:
b′1 ≤ b′2 − 1 ≤ b′3 − 2 ≤ . . . ≤ b′k − (k − 1)

Folglich ist β = (b′1, b
′
2 − 1, . . . , b′k − (k − 1)) eine k-Kombination mit Wiederholung aus M . Folglich ist die

Zurodnung β 7→ β′ umkehrbar eindeutig. Folglich besitzt M genausoviele k-Kombinationen mit Wiederholung

wie M ′ k-Kombinationen ohneWiederholung, das sind
(
n+ k − 1

k

)
, denn |M ′| = n+ k − 1.

Example 49. Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung beim Würfeln

Example. 3 nicht unterscheidbare Würfel werden gleichzeitig geworfen. Wieviele verschiedene Würfe gibt es?
Dies entspricht der Anzahl der 3-Kombinationen mit Wiederholung der MengeM = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, denn jeder
Wurf kann in der Form b1 ≤ b2 ≤ b3 angeordnet werden. Mit k = 3, n = |M | = 6 ist das:(

n+ k − 1
k

)
=
(

6 + 3− 1
3

)
=
(

8
3

)
= 56

6.2. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in diesem Kapitel ist nur grob, sie wird in den folgenden Kapitel weiter verfeinert.

Definition 65. Zufallsexperiment

Definition. Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment mit folgenden Eigenschaften:
(1) Es ist unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar.
(2) Es ist genau eines von mehreren sich ausschließenden Ergebnissen möglich. Die Menge der möglichen

Ergebnisse ist bekannt.
(3) Das Ergebnis ist zufallsbedingt, d.h. nicht vorhersagbar.

Nun möchte man gern eine Maßzahl haben, mit der sich die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines
Ereignisses A (d.i. eine Teilmenge der Ergebnismenge Ω: eine Menge mehrerer Ergebnisse) angeben lässt:

Definition 66. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition. Ein Zufallsexperiment hat
• Eine Ergebnismenge Ω, d.i. die Menge aller Ergebnisse.
• Ereignisse, das sind Teilmengen von Ω.
• Wahrscheinlichkeiten P für das Eintreffen eines Ereignisses. Wenn alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich

sind (d.h. das Zufallsexperiment ist ein Laplace-Experiment; vgl. Kapitel 6.4), so ist die Wahrschein-
lichkeit definiert als:

P (A) :=
Anzahl der günstigen Ergebnisse
Anzahl der möglichen Ergebnisse

=
|A|
|Ω|

Es ist
0 ≤ P (A) ≤ 1 für jedes A ⊆ Ω

Man findet die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bei Zufallsexperimenten entweder durch Anhalts-
punkte im Versuchsaufbau selbst (wie in Beispiel 50) oder sonst rein empirisch durch Versuchsreihen.

Definition 67. Bezeichnungen bei Ereignissen

Definition. Sei Ω die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Seien A,B ⊆ Ω. Dann ist, unter Anwendung
von Mengenoperationen auf die Ereignisse, die ja Mengen sind:

• Ω das sogenannte »sichere Ereignis«, denn

P (Ω) =
|Ω|
|Ω|

= 1

• ∅ das sogenannte »unmögliche Ereignis«, denn

P (∅) =
0
|Ω|

= 0

27denn das kleinste mögliche Element in β′ ist das kleinste mögliche Element aus M (d.i. 1), das größte mögliche Element aus
β′ ist n+ (k − 1) mit bk = n, dem größten möglichen Element aus M .
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• A := Ω \A das Komplement von A.
• »A ∪B tritt ein« identisch mit »A tritt ein oder B tritt ein«. Nur für A ∩B = ∅ ist

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

• »A ∩B tritt ein« identisch mit »A und B treten ein«
• »A \B tritt ein« identisch mit »A tritt ein und B tritt nicht ein«
• »A ∩B = ∅« identisch mit »A und B schließen einander aus«
• »A ⊆ B« identisch mit »Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein«

Example 50. Roulette

Example.
Experiment: Eine Kugel wird in eine rotierende Roulettescheibe geworfen, die in 37 mit 0, 1, . . . , 36

durchnummerierte Segmente geteilt ist.
Ergebnis: Die Zahl, auf der die auslaufende Kugel liegen bleibt.
Ergebnismenge: Ω = {0, 1, . . . , 36}
Ereignis: Beim Roulette kann ein Spieler auf eine einzelne Zahl oder auf eine Menge von Zahlen aus

Ω setzen, z.B. auf das Ereignis A = {22, 23, 24}. Der Spieler gewinnt, wenn im nächsten Experiment
(Spiel) eine der Zahlen 22, 23 oder 24 Ergebnis ist. Man sagt dann »das Ereignis A ist eingetreten«.

Wahrscheinlichkeit: Sei A = {22, 23, 24}. Dann ist P (A) = |A|
|Ω| = 3

37 .

Definition 68. Absolute und relative Häufigkeit

Definition. Sei Ω die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Sei A ⊆ Ω. Man führe n Versuche durch. Die
Anzahl, mit der das Ereignis A in den n Versuchen eintritt, wird mit hn (A) bezeichnet und heißt absolute
Häufigkeit von A. rn (A) := hn(A)

n heißt relative Häufigkeit von A. Eigenschaften der relativen Häufigkeit:
Es gilt:

0 ≤ hn (A) ≤ n
⇒ 0 ≤ rn (A) ≤ 1

Da jeder (!) Versuch ein Ergebnis aus Ω liefert, gilt:

hn (Ω) = n

⇒ rn (Ω) = 1

Seien A,B ⊆ Ω mit A ∩B = ∅. Es gilt:
hn (A ∪B) = hn (A) + hn (B)

⇒ rn (A ∪B) = rn (A) + rn (B)(73)

Example 51. Relative Häufigkeit bei einem Zufallsexperiment

Example. Sei eine Urne U = {w, r, r, s, s, s}. Das Experiment sei Ziehen einer Kugel aus U , Farbe notieren,
Kugel zurücklegen. Es ist Ω = {w, r, s}. Seien A = {w}, B = {r}. Dann ist das Ereignis »Ziehen einer weißen
order roten Kugel« A ∪B = {w, r}. Es ist A ∩B = ∅, daraus folgt nach Definition 68:

hn (A ∪B) = hn (A) + hn (B)
⇒ rn (A ∪B) = rn (A) + rn (B)

Bei Zufallsexperimenten stellt man in der Regel fest, dass bei vielen Durchführungen n die relativen Häu-
figkeiten rn (A) einer Ereignismenge A oft nur geringfügig von einer bestimmten Zahl abweichen. Diese Zahl
nimmt man dann als Wahrscheinlichkeit an.

Example 52. Mendelsche Gesetze

Example. Man kreuzt die rote und weiße Wunderblume (mirabilis jalapa), dabei tritt sog »intermediäre
Vererbung« auf. Man erhält durch Auszählen bei vielen Expmerimenten folgende relativen Häufigkeiten:

(1)
rot× weiß⇒∼ 100% rosa

(2)
rosa× rosa⇒∼ 25% rot,∼ 25% weiß,∼ 50% rosa

Daraus leitet man nun für das Experiment »Kreuzung von 2 rosa Wunderblumen« mit der Ergebnismenge
Ω = {rot,weiß, rosa} folgende Wahrscheinlichkeiten:

P (rot) := 0, 25
P (weiß) := 0, 25
P (rosa) := 0, 5
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Wichtig: die relative Häufigkeit ist eine empirische, gemessene Größe. Die Wahrscheinlichkeit dagegen ist eine
Maßzahl für das Eintreffen eines Ereignisses bei einem noch nicht durchgeführten Experiment!

6.3. Wahrscheinlichkeitsraum. Gleichung 73 führte Kolmogoroff zu folgender Definition:

Definition 69. Wahrscheinlichkeitsraum

Definition. Sei Ω eine endliche Menge (»Ergebnismenge«). Sei P eine Abbildung (»Wahrscheinlichkeit«), die
jeder Teilmenge (»Ereignis«) A ⊆ Ω eine reelle Zahl zuordnet. Das Paar (Ω, P ) heißt Wahrscheinlichkeitsraum,
wenn gilt:

(1)

(74) 0 ≤ P (A) ≤ 1

für jedes Ereignis A ⊆ Ω.
(2)

(75) P (Ω) = 1

(3)

(76) P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = P (A1) + P (A2) + . . .+ P (An)

für paarweise einander ausschließende Ereignisse A1, A2, . . . , An ⊆ Ω. Man lässt auch abzählbar un-
endliche Ergebnismengen Ω zu. Dann lautet diese Bedingung:

P (A1 ∪A2 ∪ . . .) =
∞∑
j=1

P (Aj)

für paarweie einander ausschließende abzählbar unendlich viele Ereignisse A1, A2, . . . ⊆ Ω.

Definition 70. Folgerungen aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (Definition 69)

Definition. Für jedes Ereignis A ⊆ Ω gilt:
•

(77) P
(
A
)

= 1− P (A)

Beweis: Es ist:
Ω = A ∪A,A ∩A = ∅

Wegen Gleichung 75 ist P (Ω) = 1, wegen Gleichung 76 ist P (Ω) = P (A) + P
(
A
)
. Also:

1 = P (A) + P
(
A
)

⇒ P
(
A
)

= 1− P (A)

•
P (∅) = 0

Beweis: Es ist ∅ = Ω. Wegen Gleichung 77 ist dann:

P (∅) = P
(
Ω
)

= 1− P (Ω)

und aufgrund Gleichung 75 ist P (Ω) = 1, also:

P (∅) = 1− 1 = 0

•
(78) A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

Sogenannte Monotonie. Beweis unter Verwendung von A ⊆ B ⇒ A ∩B = A:

B = Ω ∩B
=

(
A ∪A

)
∩B

= (A ∩B) ∪
(
A ∩B

)
= A ∪

(
A ∩B

)
Nach Gleichung 74 ist P

(
A ∩B

)
≥ 0. Mit Gleichung 76 folgt:

P (B) = P (A) + P
(
A ∩B

)
≥ P (A)

qed.

Definition 71. Satz über A,B ⊆ Ω
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Definition. Seien A,B ⊆ Ω. Es gilt:
A \B = A ∩B

Beweis zu Definition 71. Die Identität der Mengen A\B und A∩B zeigt man durch wechselseitige Beinhaltung:
• zeige, dass jedes x ∈ A \B in A ∩B enthalten ist:

x ∈ A \B ⇒ x ∈ A ∧ x /∈ B
⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B
⇒ x ∈ A ∩B

• zeige, dass jedes x ∈ A ∩B in A \B enthalten ist:

x ∈ A ∩B ⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B
⇒ x ∈ A ∧ x /∈ B
⇒ x ∈ A \B

Definition 72. Satz über die Wahrscheinlichkeit von A,B ⊆ Ω

Definition. Seien A,B ⊆ Ω. Dann gilt:

P (A \B) = P
(
A ∩B

)
= P (A)− P (A ∩B)

Beweis zu Definition 72. Unter Verwendung von Definition 71 gilt:

A = A ∩ Ω
= A ∩

(
B ∪B

)
= (A ∩B) ∪

(
A ∩B

)
= (A ∩B) ∪ (A \B)

Für die Wahrscheinlichkeiten folgt nach Definition 76:

⇒ P (A) = P (A ∩B) + P (A \B)
⇔ P (A \B) = P (A)− P (A ∩B)

qed.

Definition 73. Additionssatz über A,B ⊆ Ω

Definition. Für A,B ⊆ Ω gilt28:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Beweis zu Definition 7329.

A ∪B = AΩ ∪ ΩB
= A

(
B ∪B

)
∪
(
A ∪A

)
B

= AB ∪AB ∪AB ∪AB
= AB ∪AB ∪AB

Diese drei Ereignisse AB, AB, AB schließen paarweise einander aus. Deshalb gilt für die Wahrscheinlichkeiten
nach Definition 76:

P (A ∪B) = P
(
AB ∪AB

)
+ P

(
AB
)

= P
(
A ∩

(
B ∪B

))
+ P

(
AB
)

= P (AΩ) + P
(
AB
)

= P (A) + P
(
AB
)

(79)

Andererseits gilt:

B = ΩB
=

(
A ∪A

)
B = AB ∪AB

⇒ P (B) = P (AB) + P
(
AB
)

⇔ P
(
AB
)

= P (B)− P (AB)

Eingesetzt in Gleichung 79 entsteht:

⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

28Im Gegensatz zu Definition 76 gilt dieser Definitionssatz auch für einander nicht ausschließende Ereignisse A, B.
29Definition einer im Folgenden verwendeten Schreibweise: Seien zwei Mengen A, B. Dann ist AB := A ∩B.
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qed.
Festlegung eines Wahrscheinlichkeitsraums in der Praxis.

(1) Ergebnismenge definieren:

Ω = {ω1, . . . , ωn}

(2) Definition der Wahrscheinlichkeitsfunktion P : Ω→ R mit30

(a) P (ω) ≥ 0 für jedes ω ∈ Ω.
(b) ∑

ω∈Ω

P (ω) = 1

(3) Unter Verwendung von Gleichung 76 setzt man dann, um die Axiome von Kolmogoroff (Gleichungen
74, 75, 76) zu erfüllen:

P (A) :=
∑
ω∈A

P (ω)

für jede A ⊆ Ω.

Zusammenfassung: Axiome des Wahrscheinlichkeitsraums von Kolmogoroff.

(1)

0 ≤ P (A) ≤ 1

(2)

P (Ω) = 1

(3)

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = P (A1) + P (A2) + . . .+ P (An)

für paarweise disjunkte (d.h. einander ausschließende) Ereignisse Ai.

Zusammenfassung: Folgerungen aus den Axiomen des Wahrscheinlichkeitsraums von Kolmogoroff.

P
(
A
)

= 1− P (A)

P (∅) = 0

Monotonie:

A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

P (A \B) = P
(
A ∩B

)
= P (A)− P (A ∩B)

Additionssatz:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

6.4. Laplace-Experimente. Dies ist eine Anwendung der Kombinatorik aus Kapitel 6.1.

Definition 74. Laplace-Experiment

Definition. Ein Zufallsexperiment heißt Laplace-Experiment, wenn gilt:

(1) Ω ist endlich.
(2) Jedes Elementarereignis ω ∈ Ω ist gleich wahrscheinlich. Es gilt daher:

P (ω) = p =
1
|Ω|

=
1
n

P (A) =
Anzahl der günstigen Ergebnisse
Anzahl der möglichen Ergebnisse

=
|A|
|Ω|

30Schreibweise: Wir schreiben vereinfachend P (ω) statt P ({ω}).
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Beweis zu Definition 74. Es ist P (Ω) = 1. Mit Definition 76 folgt:

P (Ω) = P (ω1) + P (ω2) + . . .+ P (ωn)
= np = 1

⇔ p =
1
n

Sei |A| = k. Dann ist nach Definition 76:

P (A) =
k∑
i=1

P (ωi)

= kp = k · 1
n

=
k

n
=
|A|
|Ω|

qed.

Example 53. Laplace-Experimente

Example.
• Wurf einer Kugel beim Roulette (Beispiel 50).

Ω = {0, . . . , 36}

⇒ P (ω) = p =
1
37

• Wurf eines idealen Würfels

Ω = {1, . . . , 6}

⇒ P (ω) = p =
1
6

• Wurf einer idealen Münze

Ω = {w, z}

⇒ P (ω) = p =
1
2

• Kreuzung von Wunderblumen (Beispiel 52): Dies ist kein Laplace-Experiment.

Example 54. Laplace-Experiment »Ziehen einer Kugel aus einer Urne«

Example. Es sei U = {w,w,w, s, s, s, s}. Man kann dieses Experiment sowohl als Laplace-Experiment als
auch als Nicht-Laplace-Experiment betrachten. Merke: Manchmal kann man erst durch Wechsel der Betrach-
tungsweise die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses ermitteln.

• Betrachtung als Laplace-Experiment:

Ω = {w1, w2, w3, s1, s2, s3, s4}

⇒ P (ω) =
1
7

P (w) =
3
7

P (s) =
4
7

• Betrachtung als Nicht-Laplace-Expriment: Ω = {w, s}. Durch lange Versuchsreihen stellt man nun die
relativen Häufigkeiten rn (w) ≈ 3

7 , rn (s) ≈ 4
7 fest und setzt dann die Wahrscheinlichkeiten:

P (w) =
3
7

P (s) =
4
7

Example 55. Laplace-Experiment »Werfen von 2 idealen Würfeln«

Example.
• Bei unterscheidbaren Würfeln: Sei i die Augenzahl des einen Würfels und j die Augenzahl des anderen
Würfels, dann liegt ein Laplace-Experiment vor und es ist:

Ω = {(i, j) | i = 1, . . . , 6; j = 1, . . . , 6}

⇒ P (ω) =
1
36
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• Bei nicht unterscheidbaren Würfeln:

Ω = {(1, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (1, 4) , (1, 5) , (1, 6) ,
(2, 2) , (2, 3) , (2, 4) , (2, 5) , (2, 6) ,

(3, 3) , (3, 4) , (3, 5) , (3, 6) ,
(4, 4) , (4, 5) , (4, 6) ,

(5, 5) , (5, 6) ,
(6, 6)}

P (i, j) =
{

1
36 falls i = j
1
18 falls i 6= j

Example 56. Laplace-Experiment »Lotto«

Example. Man zieht m Kugeln ohne Zurücklegen aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln. Es ist m ≤ n.
Dann ist Ω die Menge der m-Kombinationen ohne Wiederholung (d.h. es bleibt wie beim Lotto die Reihenfolge
der Kugeln unberücksichtigt). Dann ist

|Ω| =
(

n
m

)
⇒ P (ω) =

1(
n
m

)
Für eine Ziehung »6 aus 49« heißt das:

|Ω| =
(

49
6

)
= 13.983.816

⇒ P (ω) =
1

13.983.816
Example 57. Laplace-Experiment »5 Runden Roulette«

Example. Ein Spieler setzt 5mal hintereinander beim Roulette auf 1. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit
P (E) des Ereignisses E = mindestens einmal 1? Die Ergebnismenge Ω ist die Menge aller 5-Variationen mit
Wiederholung von 37:

Ω = {0, . . . , 36}5

|Ω| = 375

Das Ereignis E ist die Menge aller 5-Variationen mit Wiederholung von 37, die mindestens eine 1 enthalten.
Dann ist

P (E) =
|E|
|Ω|

Was aber ist |E|? Merke: Manche Probleme sind über die Wahrscheinlichkeit des komplementären Ereignisses
schneller lösbar. Hier ist E die Menge aller 5-Variationen mit Wiederholung von 37, die keine 1 enthalten. Es

ist also
∣∣E∣∣ = 365, P

(
E
)

= |E||Ω| = 365

375 und damit

P (E) = 1− P
(
E
)

= 1− 365

375
≈ 0, 128

Example 58. Wahrscheinlichkeit der 6 bei zweimaligem Würfeln

Example. Das Experiment sei: zweimaliges Werfen eines Würfels. Was ist die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses E = mindestens einmal 6? Es ist die Ergebnismenge Ω die Menge der 2-Variationen mit Wiederhoung
von 6:

Ω = {(i, j) | i = 1, 2, . . . , 6; j = 1, 2, . . . , 6}
= {1, 2, . . . , 6}2

⇒ |Ω| = 62 = 36

Sei

A = 6 beim 1. Wurf = {(6, 1) , (6, 2) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6) , }
B = 6 beim 2. Wurf = {(1, 6) , (2, 6) , (3, 6) , (4, 6) , (5, 6) , (6, 6) , }

⇒ E = A ∪B
Die Anwendung des Additionssatzes (Definition 73) ergibt:

P (E) = P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
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Mit

P (A) =
|A|
|Ω|

=
6
36

=
1
6

P (B) =
|B|
|Ω|

=
6
36

=
1
6

A ∩B = {(6, 6)}

⇒ P (A ∩B) =
|A ∩B|
|Ω|

=
1
36

wird

P (E) =
1
6

+
1
6
− 1

36
=

11
36

Alternativ hätte man die Menge E = A ∪B direkt bestimmen können:

E = A ∪B = {(6, 1) , . . . , (6, 6) , (1, 6) , . . . , (5, 6)}

und dann die zugehörige Wahrscheinlichkeit:

P (E) =
|E|
|Ω|

=
11
36

Example 59. Ziehen von k schwarzen Kugeln aus einer Urne ohne Zurücklegen

Example. Eine Urne U enthalte n Kugeln, nämlich m schwarze und n−m weiße. Das Experiment sei: Ziehe
r Kugeln aus U ohne Zurücklegen, r ≤ n. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E »unter den r
gezogenen Kugeln befinden sich genau k schwarze«, k ≤ r ∧ k ≤ m?
Zur Lösung denken wir uns die Kugeln durchnumeriert. Dann ist Ω die Menge aller r-Kombinationen ohne
Wiederholung von |U | = n Elementen. Da durch die zufällige Ziehung alle ω ∈ Ω gleich wahrscheinlich sind,
ist dies nun ein Laplace-Experiment. Es ist

|Ω| =
(
n
r

)
Berechung von |E|: E ⊆ Ω, d.h. jedes Element aus E ist eine r-Kombinationen ohne Wiederholung aus U .
Sie muss genau k schwarze Kugeln enthalten. Wieviele Elemente hat E? Aus den insgesamt m numerierten

schwarzen Kugeln lassen sich k Stück auf
(
m
k

)
Arten31 auswählen. Jede dieser Auswahlen lässt sich auf(

n−m
r − k

)
Arten durch r− k weiße numerierte Kugeln zu einer r-Kombination als Element von E ergänzen.

⇒ |E| =
(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)

P (E) =
|E|
|Ω|

=

(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)
(
n
r

)
Ein alternativer Lösungsweg: Wieder denken wir uns die Kugeln durchnumeriert, so dass ein Laplace-

Experiment entsteht. Nun nehmen wir an, dass bei der Ziehung die Reihenfolge berücksichtigt wird, also ist
Ω die Menge der r-Variationen ohne Wiederholung aus U . Dann ist nach Definition 56:

|Ω| =
(
n
r

)
r!

Das Ereignis E ist nun die Menge aller r-Variationen ohne Wiederholung aus U , die k schwarze Kugeln
enthalten. Analog zu oben leite man her:

|E| =
(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)
· k!

31Die Anzahl der k-Kombinationen ohne Wiederholung von m, d.i. die Anzahl der Möglichkeiten der Ziehung von k ≤ m

schwarzen numerierten Kugeln aus einer Urne ohne Berücksichtigung der Reihenfolge.
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P (E) =
|E|
|Ω|

=

(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)
r!(

n
r

)
r!

=

(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)
(
n
r

)
Example 60. 4 Richtige beim Lotto

Example. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto 4 Richtige zu haben? Dies ist eine Anwendung
von Beispiel 59: aus einer Urne mit n = 49 Kugeln, darunter m = 6 schwarze, ziehe man ohne Zurücklegen
r = 6 Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (E), dass sich darunter genau k = 4 schwarze befinden?

P (E) =

(
m
k

)
·
(
n−m
r − k

)
(
n
r

)

=

(
6
4

)
·
(

49− 6
6− 4

)
(

49
6

)
=

13.545
13.986.816

≈ 0, 968 · 10−3

Example 61. Ziehen von k schwarzen Kugeln aus einer Urne mit Zurücklegen

Example. (Dieses Beispiel entspricht Beispiel 59, nur werden die Kugeln mit Zurücklegen gezogen). Eine
Urne U enthalte n Kugeln, nämlich m schwarze und n−m weiße. Das Experiment sei: Ziehe r Kugeln aus U
mit Zurücklegen, r ≤ n. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A »unter den r gezogenen Kugeln
befinden sich genau k schwarze«, k ≤ r ∧ k ≤ m?
Zur Lösung denken wir uns die Kugeln wieder durchnumeriert, wie auch in Beispiel 59; dadurch entsteht ein
Laplace-Experiment. Dann ist Ω die Menge der r-Variatiuonen mit Wiederholung aus U . Also:

|Ω| = nr

Nun konstruiert man die Elemente aus A: Seien 1, 2, . . . r die Platznummern der r-Tupel aus Ω. Es gibt
(
r
k

)
Möglichkeiten32, daraus genau k Platznummern auszuwählen. Jede solche Teilmenge von k Plätzen lässt sich
auf mk Arten mit schwarzen Kugeln besetzen. Die nicht ausgewählten r − k Plätze lassen sich analog auf
(n−m)r−k Arten mit weißen Kugeln besetzen. Damit ist:

|A| =
(
r
k

)
·mk · (n−m)r−k

P (A) =
|A|
|Ω|

=

(
r
k

)
·mk · (n−m)r−k

nr

=

(
r
k

)
·mk · (n−m)r−k

nk · nr−k

=
(
r
k

)
·
(m
n

)k
·
(
n−m
n

)r−k
6.5. Bedingte Wahrscheinlichkeit.

Definition 75. Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A

Definition. Seien A,B ⊆ Ω. P (A | B) wird gelesen als »Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A«
und bedeutet: Wahrscheinlichkeit von B unter der Voraussetzung, dass das Ereignis A bereits eingetreten ist.

Example 62. Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A

32Die Anzahl der k-Kombinationen ohne Wiederholung von r.
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Example. Das Zufallsexperiment sei Roulette mit Ω = {0, . . . 36}. Es sei:

A = (gerade Zahl 6= 0) = {2, 4, 6, . . . , 36}

B = (Zahl < 10) = {0, 1, . . . , 9}
Dann ist:

B ∩A = {2, 4, 6, 8}

P (B | A) =
|B ∩A|
|A|

=
4
18

=
2
9

Definition 76. Berechnung von P (B | A)

Definition. Sei P (A) > 0. Dann ist:

P (B | A) :=
P (B ∩A)
P (A)

Für Laplace-Experimente gilt:

(80) P (B | A) =
P (B ∩A)
P (A)

=
|B ∩A|
|Ω|

· |Ω|
|A|

=
|B ∩A|
|A|

Example 63. Bedingte Wahrscheinlichkeit beim Werfen von 2 idealen Würfeln

Example. Das Zufallsexperiment besteht darin, beide Würfel gleichzeitig zu werfen. Es ist:

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}2

A = (Summe 8)
= {(2, 6) , (3, 5) , (4, 4) , (5, 3) , (6, 2)}

P (A) =
5
36

B = (Beide Zahlen gerade)

Was ist P (B | A)? Es ist B ∩ A = {(2, 6) , (4, 4) , (6, 2)}, also P (B ∩A) = 3
36 . Dann ist nach Defiition 76

die Wahrscheinlichkeit, dass beide Zahlen gerade sind unter der Bedingung, dass ihre Summe 8 ist, also das
Ereignis A schon eingetreten ist:

P (B | A) =
P (B ∩A)
P (A)

=
3
36
· 36

5
=

3
5

=
|B ∩A|
|A|

Example 64. Bedingte Wahrscheinlichkeit beim Ziehen aus einer Urne

Example. Es sei eine Urne U = {w,w,w, s, s}. Das Zufallsexperiment sei Ziehen von 2 Kugeln nacheinander
ohne Zurücklegen. Es seien

A = (1. Kugel w)
B = (2. Kugel w)

Was ist P (B | A)? Hier werden zwei Lösungswege beschrieben um zu zeigen, dass man P (B | A) auf »logischem
Weg« (1. Lösungsweg) oft einfacher ermitteln kann:

(1) A sei eingetreten. Dann hat U den Inhalt U ′ = {w,w, s, s}. P (B | A) ist nun P (B) für U ′, als Quotient
der günstigen und der möglichen Ergebnisse:

P (B | A) =
2
4

=
1
2

(2) Man denke sich alle Kugeln in U durchnumeriert und ziehe 2 Kugeln ohne Zurücklegen. Dann ist Ω
die Menge aller 2-Variationen ohne Wiederholung aus U , |Ω| = 5 · 4. Das Ereignis A = (1. Kugel w)
(und die 2. Kugel beliebig) sei eingetreten, |A| = 3 · 4. Dann ist:

B ∩A = (1. und 2. Kugel w)
|B ∩A| = 3 · 2

⇒ P (B | A) =
|B ∩A|
|A|

=
3 · 2
3 · 4

=
1
2

Definition 77. Multiplikationssatz

Definition. Seien A,B ⊆ Ω. Es gilt:

(81) P (A ∩B) = P (A) · P (B | A)
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Beweis zu Definition 77. Für P (A) > 0 folgt direkt aus Definition 76:

P (B | A) =
P (B ∩A)
P (A)

⇔ P (B ∩A) = P (B | A) · P (A)

Für P (A) = 0 gilt: Aufgrund der Monotonie der Wahrscheinlichkeit (Gleichung 78) gilt:

(82) A ∩B ⊆ A⇒ P (A ∩B) ≤ P (A)

Mit einem Axiom von Kolmogoroff (Gleichung 74) ist 0 ≤ P (A ∩B), Einsetzen in Gleichung 82 liefert

0 ≤ P (A ∩B) ≤ P (A) = 0⇒ P (A ∩B) = 0

P (A ∩B) = 0, P (A) = 0 erfüllen den Multiplikationssatz (Gleichung 81), also ist der Beweis vollständig.

Definition 78. Folgerung aus dem Multiplikationssatz

Definition. Wegen A ∩B = B ∩A gilt:

P (A) · P (B | A) = P (A ∩B) = P (B ∩A) = P (B) · P (A | B)

Definition 79. Verallgemeinerung des Multiplikationssatzes

Definition.

P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P (A1) · P (A2 | A1) · P (A3 | A1 ∩A2)
·P (A4 | A1 ∩A2 ∩A3) · . . . · P (An | A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1)

Example 65. Multiplikationssatz beim Ziehen aus einer Urne

Example. Sei eine Urne U = {w,w,w, s, s}. Das Zufallsexperiment sei Ziehen von 2 Kugeln ohne Zurück-
legen. Was ist die Wahrscheinlichkeit P (E) des Ereignisses E = {(w,w)}? Seien A = (1. Kugel ist w),
B = (2. Kugel ist w), so dass E = A ∩B. Dann ist aufgrund des Multiplikationssatzes:

P (E) = P (A ∩B) = P (A) · P (B | A) =
3
5
· 1

2
=

3
10

Zur Berechnung von P (B | A) = 1
2 vergleiche Beispiel 64.

Example 66. Verallgemeinerter Multiplikationssatz beim Losen

Example. Unter 20 Losen sind 3 Gewinne. Jemand kauft 3 Lose. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind es
lauter Nieten? Sei Ai = (i. Los ist eine Niete), i = 1, 2, 3. Gesucht ist also P (A1 ∩A2 ∩A3), die Lösung ist
mit P (A1) = 17

20 , P (A2 | A1) = 16
19 , P (A3 | A1 ∩A2) = 15

18 :

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1) · P (A2 | A1) · P (A3 | A1 ∩A2)

=
17
20
· 16

19
· 15

18
=

34
57

Definition 80. Stochastische Unabhängigkeit

Definition.
• 2 Ereignisse A und B heißen stochastisch unabhängig (auch: »statistisch unabhängig«), wenn gilt:

P (A ∩B) = P (A) · P (B)

• n Ereignisse A1, A2, . . . , An heißen stochastisch unabhängig (auch: »statistisch unabhängig«), wenn
gilt:

P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P (A1) · P (A2) · . . . · P (An)

Der Nachweis dieser stochastischen Unabhängigkeit ist auf »logischem Weg« oft einfacher. Der Multiplika-
tionssatz besagt ja:

P (A ∩B) = P (A) · P (B | A)
= P (A | B) · P (B) = P (A ∩B)

die stochastische Unabhängigkeit besagt aber:

P (A ∩B) = P (A) · P (B)

Also ist bei stochastischer Unabhängigkeit P (B) = P (B | A), P (A) = P (A | B). Das heißt: Sind A und
B stochastisch unabhängig, dann ist das Eintreten von B (bzw. A) völlig unabhängig vom Eintreten des
Ereignisses A (bzw. B).

Example 67. Stochastische Unabhängigkeit beim Werfen einer Münze
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Example. Eine ideale Münze wird 3mal geworfen. Es sei:

E = (2× z, dann 1× w)
A = (z beim 1. Wurf)
B = (z beim 2. Wurf)
C = (z beim 3. Wurf)

⇒ E = A ∩B ∩ C
Jedes der Ereignisse A, B, C ist von den beiden anderen unabhängig, es gilt:

P (A) = P (B) = P (C) =
1
2

⇒ P (E) = P (A) · P (B) · P (C) =
(

1
2

)3

=
1
8

Example 68. Stochastische Unabhängigkeit beim Zielschießen

Example. Zwei Schützen versuchen Zielscheiben zu treffen. Es seien:

E = (genau ein Schütze trifft)
A = (1. Schütze trifft)
B = (2. Schütze trifft)

Die Treffsicherheit beider Schützen ist unabhängig, also sind die Ereignisse A und B, A und B, A und B
jeweils voneinander unabhängig. Es sei bekannt: P (A) = 3

4 , P (B) = 2
3 . Dann ist:

E =
(
A ∩B

)
∪
(
A ∩B

)
Wegen stochastischer Unabhängigkeit ist P

(
A ∩B

)
= 3

4 ·
1
3 = 1

4 und P
(
A ∩B

)
= 1

4 ·
2
3 = 1

6 . Mit dem
Additionssatz (Definition 73) folgt:

P (E) = P
(
A ∩B

)
+ P

(
A ∩B

)
− P

(
A ∩B ∩A ∩B

)
=

1
4

+
1
6
− P (∅) =

5
12

Example 69. Stochastische Unabhängigkeit bei einem Urnenexperiment

Example. Es sei eine Urne U = {1, 2, . . . , 120}. Das Zufallsexperiment sei »Ziehen einer Nummer aus der
Urne«. Es ist:

A2 = (Nummer durch 2 teilbar) = {2, 4, . . . , 120}
A3 = (Nummer durch 3 teilbar) = {3, 6, . . . , 120}
A4 = (Nummer durch 4 teilbar) = {4, 8, . . . , 120}
Ω = {1, 2, . . . , 120}

⇒ P (A2) =
60
120

=
1
2

P (A3) =
40
120

=
1
3

P (A4) =
30
120

=
1
4

Welche der Ereignisse A2, A3, A4 sind nun voneinander abhängig, welche unabhängig?
•

A2 ∩A3 = (Nummer durch 6 teilbar) ⊆ Ω

⇒ P (A2 ∩A3) =
20
120

=
1
6

=
1
2
· 1

3
= P (A2) · P (A3)

Also sind A2 und A3 voneinander stochastisch unabhängig.
•

A2 ∩A4 = A4

⇒ P (A2 ∩A4) = P (A4) =
1
4

6= 1
2
· 1

4
= P (A2) · P (A4)

Also sind A2 und A4 voneinander stochastisch abhängig.
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Abbildung 23. Schema eines Ereignisbaums
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Abbildung 24. zweistufiges Ziehen aus einer Urne

6.6. Ereignisbäume.

Definition 81. mehrstufiges Zufallsexperiment

Definition. Eine endliche Folge von Zufallsexperimenten heißt Zufallsprozess oder mehrstufiges Zufallsexpe-
riment.

Ein anschauliches Hilfmittel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten eines mehrstufigen Zufallsexperiments
ist der Ereignisbaum (vgl. Abbildung 23). Konstruktionsvorschrift:

• An die Kante OAi notiere P (Ai)
• An die Kante AiBj notiere P (Bj | Ai)
• . . .

Verfahren zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten eines mehrstufigen Zufallsexperiments mittels Ereig-
nisbaums: Sei E die Vereinigung von mehreren der disjunkten Ereignisse / Ergebnisse E1, . . . , Ek, die in einer
Ebene des Ereignisbaumes auftreten.

(1) Suche die Pfade, die von 0 zu E1, . . . , Ek führen.
(2) Multipliziere die Wahrscheinlichkeiten längs jeden Pfades. Man erhält P (E1) , . . . , P (Ek).
(3) Es ist P (E) = P (E1) + . . .+ P (Ek).

Example 70. zweistufiges Ziehen aus einer Urne

Example. Sei eine Urne U = {w,w, s, s, s, s}. Es werde folgendes zweistufiges Zufallsexperiment durchgeführt:
ziehe die erste Kugel ohne Zurücklegen; ziehe die zweite Kugel ohne Zurücklegen. Seien für die erste Stufe die
Ereignisse:

A1 = (ziehe w)
A2 = (ziehe s)

und für die zweite Stufe die Ereignisse

B1 = (ziehe w)
B2 = (ziehe s)

Den zugehörigen Ereinisbaum zeigt Abbildung. Daraus lässt sich für das Ereignis

E1 = (1. und 2. Kugel gleichfarbig) = {ww, ss}
leicht die Wahrscheinlichkeit ermitteln:

P (E1) =
1
3
· 1

5
+

2
3
· 3

5
=

1
15

+
6
15

=
7
15
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Abbildung 25. Ereignisbaum zur totalen und relativen Wahrscheinlichkeit
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Abbildung 26. Produktionsanteile und Ausschuss bei der Chipproduktion

Example 71. Urnenexperiment zu totaler Wahrscheinlichkeit und der Formel von Bayes

Example. Gegeben seien 3 Urnen

U1 = {w,w, s}
U2 = {w,w, s, s}
U3 = {w, s, s}

Das Zufallsexperiment sei: wähle zufällig eine Urne und ziehe daraus zufälllig eine Kugel.
• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (s), eine schwarze Kugel zu ziehen? Dies ist die sog. totale Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses s, im Unterschied zu den sog. relativen Wahrscheinlichkeiten P (s | U1),
P (s | U2), P (s | U3). Aus dem Ereignisbaum (Abbildung 25) ergibt sich:

P (s) = P (U1) · P (s | U1) + P (U2) · P (s | U2) + P (U3) · P (s | U3)

=
1
3
· 1

3
+

1
3
· 1

2
+

1
3
· 2

3
=

1
2

• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (U1 | s), dass die gezogene schwarze Kugel aus der Urne U1

stammt? Die Wahrscheinlichkeit, dass s aus U1 stammt, ist nach Gleichung 80 der Quotient der Wahr-
scheinlichkeit des günstigen Ergebnisses (Pfad OU1s) durch die Wahrscheinlichkeit aller Ergebnisse
unter der Voraussetzung des Ereignisses s (d.i. P (s) aus voriger Frage, die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Pfade, die zu einem s führen):

P (U1 | s) =
P (U1) · P (s | U1)

P (s)
=

2
9

Example 72. Speicherchipproduktion

Example. Maschinen M1, M2, M3, M4 produzieren Speicherchips wie folgt:
M1 M2 M3 M4

Anteil an der Gesamtproduktion 10% 20% 30% 40%
Ausschuss 2% 1% 4% 2%

Es wird zufällig ein Chip aus der Gesamtproduktion gezogen. Zugehöriger Ereignisbaum siehe Abbildung 26.
• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (def), dass der gezogene Chip defekt ist (sog. totale Wahrschein-
lichkeit)?

P (def) = 0, 1 · 0, 02 + 0, 2 · 0, 01 + ·0, 3 · 0, 04 + 0, 4 · 0, 02
= 0, 024

• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (M3 | def), dass ein gezogener defekter Chip von M3 stammt?
Nach Gleichung 80 gilt:

P (M3 | def) =
P (M3) · P (def |M3)

P (def)
=

0, 012
0, 024

=
1
2
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Abbildung 27. Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten bei der Diagnose einer Krankheit

Abbildung 28.

Example 73. Wahrscheinlichkeiten bei der Diagnose einer Krankheit

Example. 1% aller Menschen leide an Diabetes. Seien die Ereignisse K = (Person ist krank) und A =
(Krankheit diagnostiziert). Beim Diagnosetest werde bei Kranken mit einer Wahrscheinlichkeit von P (A) =
0, 95 die Krankheit erkannt und bei Gesunden mit einer Wahrscheinlichkeit von P

(
A
)

= 0, 999 die Gesundheit.
Den zugehörigen Ereignisbaum zeigt Abbildung 27.

• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P (K | A), dass eine als krank diagnostizierte Person wirklich krank
ist? Nach Gleichung 80 ist:

P (K | A) =
P (K) · P (A | K)

P (K) · P (A | K) + P
(
K
)
· P (A | K)

= 0, 906

• Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P
(
K | A

)
, dass eine als gesund diagnostizierte Person wirklich

gesund ist? Nach Gleichung 80 ist:

P
(
K | A

)
=

P
(
K
)
· P
(
A | K

)
P (K) · P

(
A | K

)
+ P

(
K
)
· P
(
A | K

)
= 0, 9995

7. Übungsaufgaben

7.1. Aufgabe (Nr?)

7.1.1. Aufgabenstellung. Berechnet wurden die Fourierkoeffizienten bis zu einer geraden Zahl n: a0, a1, . . . an−1, (an).
Es ist natürlich a0 = an. Beweisen sie: In der graphischen Darstellung sind die Re (ak) symmetrisch bzgl. einer
senkrechten Achse n

2 entsprechend Abbildung 28 Man verwende die Lösung der Aufgabe 10.6a; hier wurde für
alle k ∈ Z bewiesen:

an+k = ak

Aus der Vorlesung ist bekannt:
ak = a−k

7.1.2. Lösung. Aus den gegebenen Gleichungen folgt:

an−k = a−k = ak

⇒ an−k = ak

⇒ Re (an−k) = Re (ak)

Ebenso kann eine Punktsymmetrie in der graphischen Darstellung der Imaginärteile Im (ak) bewiesen werden:

⇒ Im (an−k) = −Im (ak)

7.2. Aufgabe 8.1.

7.2.1. Aufgabenstellung. Zeigen sie, dass
n−1∑
j=0

e
2πi
n kj =

{
n für k = 0
0 für k 6= 0

mit k = 0,±1, . . . ,± (n− 1)
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7.2.2. Lösung. Man setzt q = e
2πi
n k, so dass wird:

⇒
n−1∑
j=0

qj = q0 + q1 + q2 + . . .+ qn−1

Dies ist die geometrische Reihe oder Partialsumme. Bei einer geometrischen Folge dagegen ständen Kommata
statt den Pluszeichen. Herleitung der Formel für das Ergebnis der geometrischen Reihe:

S = q0 + q1 + q2 + . . .+ qn−1

S · q = q1 + q2 + q3 + . . .+ qn

Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt:

S − S · q = q0 − qn

⇔ S (1− q) = q0 − qn

⇔ S =
q0 − qn

1− q
=

1− qn

1− q

Also:

⇒
n−1∑
j=0

qj =
1− qn

1− q

Für k = 0 entsteht sofort:
n−1∑
j=0

e
2πi
n 0j =

n−1∑
j=0

e0 = n · e0 = n

Für k 6= 0 entsteht für qn:

qn =
(
e

2πi
n k
)n

= e2πik

= cos (2πk) + i · sin (2πk) = 1

n−1∑
j=0

qj =
1− 1
1− q

=
0

1− q

Es muss gleichzeitig 1− q 6= 0⇔ q 6= 1 sein: Mit k = 0,±1, . . . ,± (n− 1) kann q = e
2πi
n k nie einen Exponenten

haben, der ein Vielfaches von π ist, außer für k = n
2 . Für diese Ausnahme entsteht k = −1, also auch kein

Problem.

7.3. Aufgabe 11.1 a.

7.3.1. Aufgabenstellung. Berechnen Sie mit dem Euler-Verfahren folgendes Anfangswertproblem:

(A) =
{
y′ = x− y
y (1) = 2

Die erste Zeile eines solchen Anfangswertproblems enthält immer(!) y′ = f (x, y). Die Schrittweite ist vorgege-
ben mit h = 0, 1.

7.3.2. Lösung.

i xi yi f (xi, yi)
0 x0 = 1 y0 = 2 f (x0, y0) = x0 − y0 = 1− 2 = −1
1 x1 = x0 + h = 1, 1 y1 = y0 + h · f (x0, y0) = 1, 9 f (x1, y1) = x1 − y1 = 1, 1− 1, 9 = −0, 8
2 x2 = x1 + h = 1, 2 y2 = y1 + h · f (x1, y1) = 1, 9 + 0, 1 · (−0, 8) = 1, 82

7.4. Aufgabe 11.1 b.

7.4.1. Aufgabenstellung. Berechnen Sie mit dem Heun-Verfahren folgendes Anfangswertproblem:

(A) =
{
y′ = x− y
y (1) = 2

Die Schrittweite ist vorgegeben mit h = 0, 1.
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7.4.2. Lösung.

y0 = y (x0)

yi+1 = yi + h
k1 + k2

2
mit

k1 = f (xi, yi)
k2 = f (xi + h, yi + hk1)
i = 0, 1, 2, . . . , n

i xi yi k1 = f (xi, yi) k2 = f (xi + h, yi + hk1) k = k1+k2
2

0 x0 = 1 y0 = 2 k1 = f (x0, y0) = −1 k2 = 1, 1− (2 + 0, 1 (−1)) = −0, 8 k = −0, 9
1 x1 = 1, 1 y1 = y0 + hk = 1, 91 k1 = f (x1, y1) = −0, 81 k2 = 1, 2− (1, 91− 0, 081) = −0, 629 k = −0, 7195
2 x2 = 1, 2 y2 = y1 + hk = 1, 83805

7.5. Aufgabe 11.3.

7.5.1. Aufgabenstellung. Berechnen sie manuell die Näherungswerte y0, y1 mit 6 Nachkommastellen für das
Anfangswertproblem

(A) =
{
y′ = x− y
y (1) = 2

mit Schrittweite h = 0, 1, wobei das Runge-Kutta-Verfahren einzusetzen ist.

7.5.2. Lösung .

x0 + . . . y0 + . . . K1, . . . ,K4

x0 = 1 y0 = 2 k1 = f (x0, y0) = −1
x0 + h

2 = 1, 05 y0 + h
2k1 = 2 + 0, 05 · (−1) = 1, 95 k2 = −0, 9

x0 + h
2 = 1, 05 y0 + h

2k2 = 2 + 0, 05 · (0, 9) = 1, 955 k3 = 1, 05− 1, 955 = −0, 905
x0 + h = 1, 1 y0 + hk3 = 2 + 0, 1 · (−0, 905) = 1, 9095 k4 = 1, 1− 1, 9095 = −0, 8095

⇒ yi+1 = yi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

= 2 +
0, 1
6

(−1− 1, 8− 1, 81− 0, 8095)

= 1, 909675
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