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Funktionen



Grundbegriffe



Def.:	Seien D, Z Mengen.

	Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation f   D x Z heißt Funktion (Abbildung)

	von D in Z. Schreibweise 	f: D -> Z

					f : x -> y 	x   D, y   Z



D = Definitionsbereich von f

Z = Zielbereich von f

W := { f(x) | x   D }  	“Wertemenge” oder “Bild” von D unter f



Def.:	f : D -> Z heißt reelle Funktion, wenn D    , Z    



|| Im Folgenden werden wir nur reelle Funktionen betrachten (Falls keine Ausnahme) ||



Wie legt man Funktionen fest ?



	Beispiel	    x -> x2 <=> y = x2		(Name und Definitionsbereich fehlen)

		f : x -> x2 <=> y = x2		(Definitionsbereich fehlt)

		f : x -> x2 , x   



Graph einer Funktion f : D -> Z :	

	G(f) := {(x, f(x)) | x   D}	wird als Punktemenge des IR2 aufgefaßt
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G(f) läßt sich dann (manchmal) in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen.



�IMPORT ���
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		Nicht jede Funktion ist graphisch darstellbar !



		y = f(x) x      mit f(x) = 		





	



Wertetabelle�x�-1�0�1�2���y�1�0�1�5,5��

Def.:	f : D ->    heißt auf D

		- beschränkt :<=>   k     : f(x)   k       x   D

		- monoton wachsend 	:<=>   x1, x2   D ((x1 < x2) => f(x1)   f(x2))

			     fallend 	:<=>   x1, x2   D ((x1 > x2) => f(x1)   f(x2))

		- streng monoton wachsend	:<=>   x1, x2   D ((x1 < x2) => f(x1) < f(x2))

				    fallend 	:<=>   x1, x2   D ((x1 > x2) => f(x1) > f(x2))





�Beispiel

	- y = arctan x 	D =  		im Intervall |f(x)| <  /2 streng monoton wachsend

	- y = 1/x	D =   \ {0}	streng monoton fallend in R+ \{0} und R-\{0}



Def.:	In den Schreibweisen “y = f(x)”, “f : x -> y” heißen

	x : unabhängige Variable

	y : abhängige Variable





Umkehrfunktionen



Def.:	f : D -> Z heißt bijektiv (umkehrbar eindeutig) :<=>

		1.) f(D) = Z

		2.)   x1, x2   D . x1   x2 => f(x1)   f(x2)



Def.:	Sei f : x -> y bijektiv.

	Dann heißt f-1 : y -> x die Inverse Funktion oder Umkehrfunktion zu f.



Bem.:	Die spezielle Bezeichnung der unabhängigen und abhängigen Variablen ist unwichtig.

	Man darf z.B. x mit y vertauschen oder andere (eindeutige) Zeichen wählen.



	f-1 : x -> y	(x   Z, y   D)	bezeichnet ebenfalls die Umkehrfunktion

					von f(x) mit x   D, y   Z
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Beispiel	y = 3x - 1

		x = (y + 1) / 3		Umkehrfunktion y = 1/3 x + 1/3



Bem.:	Manche Funktionen sind erst dann umkehrbar, wenn der Definitionsbereich eingeschränkt 

	 wird.



Beispiel	y = x2

		x = ±sqrt{y} nicht komplett umkehrbar			Umkehrfunktion	

		   => splitten des Definitionsbereichs 	D = [0,  )	y = sqrt{y}

							D = (- , 0]	y = -sqrt{y} 	













�Graphen von Invertierten Funktionen



Merke :	Den Graph von f-1(x) erhält man durch Spiegelung von y = f(x) 

		an der Diagonalen y = x.



Beispiel	y = 3 x - 1				y = x2left\{~matrix{sqrt(x)#-sqrt(x)}right.

		y-1 = 1/3 x + 1/3			y-1 = 
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Änderung von f(x) bei Verschiebung



Scheitelgleichung :	f(x) = (x - x0)2 + y0			x0 : Verschiebung auf x - Achse

								y0 : Verschiebung auf y - Achse



	

Unstetigkeitsstellen 
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1.) Unendlichkeitsstellen (Pole)



	a)	gerader Pol 	: y = 1 / x2	x0 = 0
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	b)	ungerader Pol	: y = 1 / x	x0 = 0





2.) Sprungstelle 
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	y =  x  	(Größte ganze Zahl   x )









�3.) Behebbare (Definitions-)Lücken



Bsp.:	y = (x2-1) / (x+1) = x-1 	(für x   1)

	Durch die Vereinbarung y = -2 für x = -1 ist die Lücke behoben.
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4.) Oszillationsstelle



Bsp.:	y = sin 1/x			bei x0 = 0 ist eine Oszillationsstelle

					In jeder noch so kleinen Umgebung von x0=0 gibt es
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					beliebig viele Schwingungen zwischen 1 und -1



















Lineare Funktionen
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y = mx + b	m : Steigung

		b : y-Achsen Abschnitt

		m = tan   = (y2 - y1) / (x2 - x1)

		b = f(0)



Bestimmung der Geradengleichung



I)	2 Punkte gegeben :		{y~-~y_1}over {x~-~x_1}~=~{y_2~-~y_1}over{x_2~-~x_1}	2-Punkte-Form



II)	Punkt und   gegeben :	{y~-~y_1}over{x~-~x_1}~=~m		Punkt-Anstiegs-Form



III)	Achsenabschnitte :		y over b~+~x over a~=~1		Achsen-Abschnitt-Form





�Schnittwinkel zweier Geraden
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g1 :	y = m1x + b1

g2 :	y = m2x + b2



g1   g2, d.h.   = 90° <=> 1 + m1m2 = 0



sonst tan   = tan ( - ) = {tan~ ~-~tan~ }over{1~+~tan~ ~*~tan~ }~=~{m_2~-~m_1}over{1~+~m_1m_2}

andere Möglichkeit : 



 g_1~:~overline{a_1}~=~left(matrix{1#m_1}right) 	g_2~:~overline{a_2}~=~left(matrix{1#m_2}right)	Winkel : cos   = {overline {a_1}~*~overline{a_2}}over {|~overline{a_1}~|~~|~overline{a_2}~|}







Orthogonale Gerade durch gegebenen Punkt (p)
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y = mx + b	

m2 = - 1/m



Punkt-Anstiegs-Form :

{y~-~y_1}over{x~-~x_1}~=~m_2~=~-~1 over m





Gebrochenrationale Funktionen



Def.:	Gebrochenrationale Funktionen :	f(x)~=~{Z_n(x)}over{N_m(x)}



	Zn : Polynom vom Grad n		n   m : “unecht gebrochen rational”

	Nm : Polynom vom Grad m		n < m : “echt gebrochen rational”





Spezielle x-Werte



x0  heißt 	Nullstelle, 		falls Zn(x0) = 0 und Nm(x0)   0

    		Definitionslücke, 	falls Zn(x0) = 0 und Nm(x0) = 0	

		Polstelle,		falls Zn(x0)   0 und Nm(x0) = 0





Im Fall 0/0 kann bei x0 ein Pol oder eine behebbare Lücke vorliegen (Kürzen)



Unecht gebrochene rationale Funktionen werden mittels Polynomdivision in Summe aus ganzrationaler und echt-gebrochen rationaler Funktion umgeformt.
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Def.:	Asymptoten

	1)	senkrechte Asymptote (Polgerade) : Parallele zur y-Achse durch Polstelle

	2)	waagerechte Asymptote : Parallele zu x-Achse, der sich f(x) ->   beliebig nähert

	3)	schräge Asymptote : Gerade    y = mx + b	m   0

	



Bsp.:		

	(1)	y~=~{4(x~+~1)(x~-~2)}over{-3(x~-~1)x}~=~{4x^2~-4x~-8}over{-3x^2~+3x}~=~-4 over 3~+{-8}over{-3x^2~+3x}



		waagerechte Asym. 	: y = -4/3

		senkrechte Asym.	: x = 0; x = 1





	(2)	y~=~{(x~+~1)(x~-2)}over{x~-~1}~=~{x^2~-x~-~2}over{x~-~1}~=~x~+~{-2} over{x~-~1}



		senkrechte Asym.	: x = 1

		schräge Asym.	: y = x





	(3)	y~=~{2x^3~-~x^2~-~x~-1}over{x~-~1}~=~2x^2~+~x~+~{-1}over{x~-~1}



		senkrechte Asym.	: x = 1

		asym. Kurve		: y = 2x2 + x





	(4)	y~=~{(x~+~2)(x~-~3)(x~-~4)}over{(x~+~2)(x~+~1)(x~-~1)^2}~=~{x^3~-~5x^2~-~2x~+~24}over{x^4~+~x^3~-~3x^2~-~x~-~2}



		waagerechte Asym.	: y = 0

		senkrechte Asym.	: x = -1; x = 1



(Definitions-)Lücken der Form 0/0



Bsp.:

	1)  y~ =~ {(x~+~1)^8(x~+~2)}over{(x~+~1)^6}~=~(x~+~1)^2(x~+~2)~~~~x~!=~-1	setze y(-1) := 0



	

	2) y~=~{(x~+~1)^6(x~+~2)}over{(x~+~1)^8}~=~{x~+~2}over{(x~+~1)^2}	x   -1	 	nicht behebbare Lücke
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Folgen, Konvergenz, Reihen



Def.:	Eine Folge ist eine Aufzählung von Zahlen a1, a2,..



Beispiel :	(1) 2, 4, 6, 8, ...			ai = 2i

		(2) 2, 2.25, 2.37037, ...		ai = (1 + 1/i)i

		(3) 2, 4/3, 16/21, ...		a1 = 2	ai = (ai-1)2 / (ai-1 +1)
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Def.:	1.) Eine Folge heißt	Nullfolge, wenn stack{lim#{i-> INF }}~a_i~=~0



	2.) 	- “ -		divergent, wenn (ai) nicht konvergieren

	3.)	- “ -		bestimmt divergent, wenn zu jedem k > 0 [k < 0] ein i0 = i0(k)

						        existiert, mit ai > k   i>i0	



Bemerkung : + , -  sind keine Grenzwerte

Beispiel : ai = qi, q > 1	bestimmt divergent gegen  



Satz :	Sei stack{lim#{i->INF}}~a_i~=~a,~stack{lim#{i->INF}}~b_i~=~b	Es gilt :           strebt gegen

						1.)	ai + bi   --> a + b	

						2.)	c ai	--> c a

						3.)	ai bi	--> a b 

						4.) 	ai/bi	--> a/b	falls bi  0, b 0

						5.) 	air	--> ar



Beispiel :{-2i^2+4i-5}over{8i^2-3i+7}~=~{(-2+4/i-5/i^2)(i^2)}over{(8-3/i+7/i^2)(i^2)}~->- 1 over 4



Def.:	1) (ai) heißt monoton wachsend, wenn a1 a2 ..

	2) 	-”-		fallend, wenn a1 a2 ..

	3)	-”-		beschränkt, wenn  k . |ai|  k  i



Satz :	Eine beschränkte, monotone Folge ist konvergent



Beispiel : Heronverfahren zur Bestimmung der Wurzel von x

		a1 := c		ai := ½ (ai-1 + x/(ai-1)			stack{lim#{i->INF}}~a_i~=~sqrt x



Beweis :	

	Hilfssatz :	(geometrisches Mittel   arithmetisches Mittel)	 

			sqrt {r~s}~ <=~1over 2~ (r+s)  <=> 0~<=~(sqrt r~-~sqrt s)^2

		   <=>	0~<=~r~-2sqrt{r~s}~+s<=> 2~sqrt{r~s}~<=~r~+~s

		   <=>	sqrt{r~s}~<=~1 over 2~(r~+~s)	

�	1.)	(ai) nach unten beschränkt



		a_i~=~1 over 2 (a_{i-1}~+~{x over{a_{i-1}}})~>=~sqrt{a_{i-1}~x over{a_{i-1}}}~=~sqrt x



		a_i~=~>=~sqrt x				D.h. (ai) nach unten beschränkt

		Nebenergebnis :	{a_i}^2~=>~x~~~~oder~~~~a_i~=>~x over{a_i}~~~~~(*)



	2.)	(ai) monoton fallend ( i 2)

		

		a_{i+1}~-~a_i~=~1 over 2 (a_i~+~x over a_i)~-~a_i~=~1 over 2 (x over a_i~-~a_i)~<=~0~~~(wegen~(*))



		a_{i+1}~-~a_i~<=0~~~~also~~~~a_{i+1}~<=a_i	D.h- (ai) monoton fallend



	==> 	1.) + 2.) => stack{lim#i->inf} ~a_i~=~a





Satz :	a~=~stack{lim#i->inf}a_i~=~stack{lim#i->inf}1 over 2(a_{i-1}~+~x over{a_{i-1}})~=~stack{lim#i->inf}1 over 2(a_{i-1}~+~x over{stack{lim#i->inf}a_{i-1}})~=~1 over 2 (a~+~x over a)



	=> a = ½ ( a + x/a)	<=> 2a2 = a2 + x

				<=> a2 = x		<=> a~=~sqrt x



Merke :	Monotonie prüft man, indem man ai+1 - a untersucht



Spezielle Folgen mit Grenzwert

	a_i~=~c over{i^ }~~->~0	c beliebig,   > 0



	a_i~=~nroot i {c}~~->~1	c > 0



	a_i~=~nroot i i~~->~1



	a_i~=~{i^p} over{c^i}~~->~0	c, p fest, c > 0



�Def.:	Eine Folge mit abwechselnden Vorzeichen heißt alternierend



Bsp.:	(- 1 over 2)^i





Eulersche Zahl e :	a_i~=~(1~+~1 over i)^i



1.) ai ist monoton wachsend : a_i over a_{i-1}~=~{(1~+~1 over i)^i}over{(1~+~1 over{i-1})}^{i-1}~=~({1~+~i}over i)^i~({i~-~1}over i)^{i-1}







~=~({i+1}over i)^i~({i~-~1}over i)^i~(i over{i~-~1})~=~({i^2~-~1}over{i^2})^i~(i over{i-1})~=~(1~-~1 over{i^2})^i~i over{i-1}





a_i over a_{i-1}~=~(1~-~1 over i^2)^i~(i over{i-1})~>~(1~-~i~1 over i^2)~(i over{i-1})~=~(1~-~1 over i)~(i over{i-1})~=~1~~~=>~a_i over a_{i-1}~>~1



�2.) ai ist nach oben beschränkt



a_i~=~(1~+~1 over i)^i~=~binom i 0~+~binom i 1 ~(1 over i)^1~+~binom i 2~(1 over i)^2~+~binom 1 3~(1 over i)^3~+~...~+~binom i i~(1 over i)^i





binom i k (1 over i)^k~=~{i(i-1)(i-2)~...~(i~-~(k-1))}over{1~*~2~*~3~*~...~*~k~*~i^k}~<~i^k over{k!~i^k}~=~1 over {k!}





a_i~<~1~+~1 over {1!}~+~1 over {2!}~+~...~+~1 over {i!}





a_i~<~1~+~1~+~1 over 2~+~...~+~1 over{2^{i-1}}~=~1~+{1~-~({1 over i})^i}over{1~-~1 over 2}~<~1~+~1 over{1over 2}~=~3=> ai beschränkt





=> ai konvergent
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Def.:	e~:=~stack{lim#i->inf}a_i 		“Eulersche Zahl”



	   e = 2,718281828





Reihen



Def.:	Sei ai eine Folge. Dann heißt sum a_i~=~a_1~+~a_2~+~...eine Reihe / unendliche Reihe



	Sn := sum a_i~=~a_1~+~a_2~+~...~+~a_nheißt n-te Partialsumme von sum a_i



Def.:	Eine Reihe heißt konvergent gegen den Grenzwert s, wenn die Folge der Partialsummen konvergent gegen s ist, d.h. stack{lim#n->inf}S_n~=~s.



	Schreibweise :	sum a_i~=~s~~~~~(~=~stack{lim#n->inf}S_n)





Bsp.:	1.) geometrische Reihe :	sum c q^{i-1}



	S_n~=~c~*~{1~-~q^{n-1}}over{1~-~q}	1. |q|<1 : => qn-1 -> 0 => stack{lim#n->inf}S_n~=~c~*~1 over{1-q}



					2- |q|>1 : => stack{lim#n->inf}~=~inf=> divergent





	2.) Harmonische Reihe :	



		sum 1 over i~=~1~+~1 over 2~+~1 over 3~+~1 over 4~+~... 		Ist divergent



	3.) Alternierende harmonische Reihe : 



		sum {(-1)}^{i-1} over i ~=~1~-~1 over 2~+~1 over 3~-~1 over 4~+~... 	Ist konvergent gegen 0,5772...

�Satz : (Leibnitz - Kriterium)

	Wenn die Absolutbeträge einer alternierenden Reihe eine monotone Nullfolge bilden, so

	ist die Reihe konvergent.



Bem.:	Das Vertauschen von unendlich vielen Elementen einer Reihe kann zu einem anderen Grenzwert führen.





Die Funktion ex und ln x



Satz :	Für jedes x    ist die Folge ai = (1 + x/n)n konvergent



Def.:	ex := exp(x) := stack{lim#n->inf}(1~+~x over n)^n, x   



Bem.:	Für ex gelten die üblichen Potenzgesetze z.B. ex * ey = ex+y



	Weitere Darstellung (numerisch besser) :	e^x~:=~sum {x^i over {i!}}~=~1~+~x over {1!}~+~x^2 over {2!}~+~...



Def.:	Die Umkehrfunktion von y = ex heißt natürlicher Logarithmus

	y = ex		x = ln y	=> Umkfkt. y = ln x	, x   (0, + )



Grenzwert einer Funktion / Stetigkeit



Def.:	x0   ,   > 0. Das offene Intervall U(xo) := (x0 -  , x0 +  ) heißt Umgebung von x.

	U (x0) := U(x0) - {x0} heißt punktierte Umgebung



Def.:	Sei f(x) in U (x0) definiert. Man sagt: f(x) besitzt an der Stelle x0 den linksseitigen Grenzwert yL, wenn für jede gegen x0 konvergierende Folge (xi) mit xi < x0 und xi   U (x0) gilt : lim (f(xi) = yL



	Schreibweisen :		stack{lim#x x_0}~f(x)~=~y_L~~~~oder~~~~stack{lim#x->x_0-0}~f(x)~=~y_L



	Analog :

	 rechtsseitiger Grenzwert :	stack{lim#x x_0}~f(x)~=~y_R~~~~oder~~~~stack{lim#x->x_0+0}~f(x)~=~y_R





Bsp.:	1) f(x) = 1/x	stack{lim#x x_0}~f(x)~=~-inf~~~~~~stack{lim#x x_0}~f(x)~=~inf		=> unstetig in x0





	2) f(x) = left\{{stack{1 over x~für~~x~>~0#-1~für~~x~<~0}}right.stack{lim#x x_0}~f(x)~=~-1~~~~~~stack{lim#x x_0}~f(x)~=~inf	=> unstetig in x0





	3) f(x) = left\{{stack{~1~für~~x~>~0#-1~für~~x~<~0}}right.stack{lim#x x_0}~f(x)~=~-1~~~~~~stack{lim#x x_0}~f(x)~=~1	=> unstetig in x0





	4) f(x) = {x^2-1}over{x-1}stack{lim#x x_0}~f(x)~=~2~~~~~~stack{lim#x x_0}~f(x)~=~2aber f(1)  2	=> unstetig in x0 





	5) f(x) = x +1	     stack{lim#x x_0}~f(x)~=~2~~~~~~stack{lim#x x_0}~f(x)~=~2und f(1) = 2	=> stetige Fkt.

�Def.:	Sei f(x) in U (x0) def.. f(x) besitzt einen Grenzwert y0, wenn in x0 linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert existieren und übereinstimmen.



Bem.:	Stetigkeit bedeutet anschaulich : f(x) ist mit einer ununterbrochenen Linie darstellbar.
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Def.:	Sei f(x) in U(xo) definiert. F heißt stetig in x0, wenn in x0 der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert existieren und beide gleich f(x0) sind, d.h. lim f(x) = f(x0)



Satz:	Sei f(x) in U(x0) definiert. F ist stetig in x0 <=> zu jedem   > 0 existiert ein   > 0 mit
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	|f(x) - f(x0)| <  	 (|x-x|< )









Bsp.:	1) f(x) = 3x + 2 	x0 = 1		f(x0) = 5

	Beh.:		zu  >0 existiert  >0 mit | f(x) - f(x0)| <  

	Ansatz :	|f(x) - f(x0)| = |3x + 2 -5| = |3x -3| = 3 | x-1| <   	(soll sein)

			=> |x-1| <  /3		setze also   :=  /3

	Probe :	Sei |x - x0| = |x - 1| <  

			|f(x) - f(x0)| = 3|x - 1| < 3  = 3  /3 =  



	2) f(x) = 1/x		x0 = -2		f(x0) = -1/2

	Beh.:		|f(x) - f(x0)| <   falls |x - x0| <  

	Ansatz :	|f(x) - f(x0)| = |1/x + ½| = |(2 + x) / (2x)| = |1/(2x)| |x + 2| <   (soll sein)

	Problem :	Faktor |1/(2x)|

	Sei zunächst  1 = 1 

	=> für welche x gilt |x+2| <  1= 1 ?	Für  -3 < x < -1	=> |1/2x| < ½

			Wir interessieren uns nur noch für x mit -3 < x < -1 :

			|1/(2x)| |x+2| < ½ |x + 2| <  				(soll sein)

			|x + 2| < 2 

			Sei   := min{  1, 2  }

	Probe : 	Sei | x - x0 | = | x + 2 | <  

			| f(x) - f(x0) | = ... = |1/(2x)| | x + 2| < ½ | x+2| < ½     ½ 2  =  





Def.:	Sei f(x) auf [a; b] definiert. F heißt stetig auf [a; b], wenn f in jedem Punkt von [a; b] stetig ist.



Satz :	Seien f(x), g(x) stetig. Dann sind auch

		- f(x) ± g(x)	

		- c f(x)

		- f(x) * g(x)	

	

		- {f(x)}over{g(x)}für g(x)  0



	ebenfalls stetig.







�Sätze über stetige Funktionen :



1) Sei f aus ]a, b[ stetig, x0   ]a, b[; f(x0) > 0	

	=>  U(x0) . f(x0) < 0   x   U(x0)

2) Sei f auf [a, b] stetig				

	=> f auf [a, b] beschränkt

3) (Weierstraß) Sei f auf [a, b] stetig 		

	=> f besitzt in [a, b) mindestens ein absolutes Minimum m und ein absolutes Maximum

	     M, d.h.  Es existieren xm, xM   [a, b] mit m = f(xm)   f(x)   f(xM) = M

4) (Bolzano) Sei f auf [a, b] stetig und f(a) f(b) < 0

	=> f besitzt mind. Eine Nullstelle in ]a, b[

5) Zwischenwertsatz : Sei f auf [a, b] stetig und f(a)   f(b)

	=> zu jedem s     mit f(a) < s < f(b) existiert ein t   (a, b) mit f(t) = s





Differentialrechnung



Differenzenquotient / Differentialquotient

Geometrisches Problem : 	Bestimme die Tangente an Kurve im Punkt P1(x1, f(x1)

				Wähle 2. Punkt P2 und bestimme Sekante durch P1 und P2



				{y~-~y_1}over{x~-~x_1}~=~{y_2~-~y_1}over{x_2~-~x_1}und lasse P2 nach P1 wandern



				D.h. prüfe nach, ob Grenzwert stack{lim#x_2->x_1}~ {y_2~-~y_!}over{x_2~-~x_1}existiert



	

Def.:	Sei  y = y2 - y1 = f(x2) - f(x1) und  x = x2 - x1. 



	Dann heißt { y}over{ x}~=~{y_2~-~y_1}over{x_2~-~x_1}Differenzenquotient





Bsp.:	y = x2	

	Gesucht :	Tangente durch (x1, x12)



	Anstieg der Sekante :		{ y}over{ x}~=~{x_2^2~-~x_1^2}over{x_2~-~x_1}~=~{(x_1~+~ x)^2~-~x_1^2}over{ x}

 	



	Grenzwert : 			stack{lim#x_2->x_1}~{ y}over{ x}~=~2x_1





	Tangentengleichung :		{y~-~y_1}over{x~-~x_1}~=~2x_1





Def.:	Sei f(x) in U(x1) definiert. f(x) heißt differenzierbar in x1, wenn stack{lim# x->0}~{ y}over{ x}existiert.



	Der Grenzwert heißt Differentialquotient (oder Ableitung) von f an der Stelle x1 und

	wird mit f´(x1) bezeichnet.

	Weitere Schreibweisen : 	y´(x1), {{dy}over{dx}}_{|x=1}~,~~{{df}over{dx}}_{|x=1}





Def.:	f(x) heißt differenzierbar im Intervall (a, b), wenn f  in jedem x   (a, b) differenzierbar ist.

	f ´(x) heißt die Ableitungsfunktion (Ableitung) von f(x) in (a, b).



Bem.:	Wir schreiben x anstelle x1 => { y}over{ x}~=~{f(x~-~ x)~-~f(x)}over{ x}
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Bsp.:	y = x2	   => 	y´ = 2x



	y = x3	{ x} over{ y}= {(x~+~ x)^3~-~x^3}over{ x}~=~{x^3~+~3x^2( x)~+~3x( x)^2~+~( x)^3~-~x^3}over{ x}



		   => 	y´ = 3x2	



	y = xn		y´ = n x(n-1)	



	y = 1/x	y´ = - 1/x2



	y = sin x	y´ = cos x



	y = cos x	y´ = - sin x



Satz :	Sei f(x) in (a, b) differenzierbar, c     => c f(x) ebenfalls differenzierbar und es gilt :

	y´ = c f´(x)



Bew.:	{ x}over{ y}~=~{c[f(x~+~ x)~-~f(x)]}over{ x}~=~c~ {f(x~+~ x)~-~f(x)}over{ x}=> stack{lim# x->0}~=~c~f´(x)





Bsp.:	y = - sin x 	=> 	y´ = - cos x

	y = - cos x	=>	y´ = sin x



Def.:	Bezeichnungen für Ableitungen von Ableitungen

	(f´)´ = f´´	(f´´´)´ = f(4) 



Bsp.:	y 	= sin x				y	= x5

	y´ 	= cos x			y´	= 5 x4

	y´´	= - sin x			y´´	= 20 x3

	y´´´	= - cos x			y´´´	= 60 x2

	y(4)	= sin x				y(4)	= 120 x			

						y(5)	= 120

						y(6)	= 0



Satz.:	Sei f differenzierbar in x0 => f ist stetig in x0



Merke: { y}over{ x}ist ein Quotient, aber {dy}over{dx}ist ein Grenzwert	 



Ableitungsregeln :	(alle im Folgenden auftretenden Fkt. Sind differenzierbar)

Summenregel :	(f + g)´	= f ´ + g´

Produktregel :		(f * g)´	= f ´g + f g´ 

Quotientenregel :	(f  / g)´	= (f ´g - f g´ ) / g2
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Implizite Differenzierung :



(1) x2 + y2 = 25	

	alternativ :

	y_I~=~sqrt{25~-~x^2}~=~(25~-~x^2)^{1/2}~~~y´~=~1/2~(25~-~x^2)^{-1/2}~(-2x)

		y_{II}~=~-sqrt{25~-~x^2}~=~-(25~-~x^2)^{1/2}~~~y´~=~-1/2~(25~-~x^2)^{-1/2}~(-2x)



(2) y2 cos(xy) + x2 = 4

	nicht nach y aufzulösen : Schnittpunkt mit y-Achse ?  	y2 cos 0 + 0 = 4

	=> 	y1 = 2			Anstieg der Tangente in 	P1(0; 2)

		y2 = -2							P2(0; -2)



	2y y´ cos(xy) + y2 (-sin(xy)(y + xy´) + 2x = 0



	y´~=~{y^3~sin(xy)~-~2x}over{2y~cos(xy)~-~y^2~sin(xy)x}		y´(P1) = 0/4 = 0	

							y´(P2) = -0



Ableitungen von ln x, ax, logax, xr, xx, logarithmische Ableitungen :



(1)	y = ln x	x = ey	       	1 = ey y´		y´ = 1 / ey 	= 1/x



(2)	y = ax = ex ln a						y´ = ex ln a ln a 	= ax ln a



(3)	y = logax	ay = x	       	ay ln a y´ = 1 => 	y´ = 1/(ay ln a)	= 1 / (x ln a)



(4)	y = xr		ln y = r ln x	1/y y´ = r 1/x => 	y´ = r y/x	= r x r-1



(5)	y = xx		y = ex ln x	y´ = ex ln x ( x 1/x ln x) = ex ln x ln x 	= xx (ln x +1)





logarithmische Ableitungen : Verallgemeinerung



	y = g(x)ln(x)	= eln(x) ln(g(x))

	y´= eln(x) lng(x) (1/x ln g(x) + ln x ln g´(x) ) = g(x)ln(x) (1/x ln g(x) + ln x g´(x)/g(x) )





Arcus Funktionen



(1)	y 		= arcsin x 	x   (-1; 1)

	sin y 		= x

	(cos y) y´	= 1		=> y´=~1 over{cos~y}~=~1 over sqrt{1~-~x^2}



(2)	y 		= arctan x

	tan y		= x

	sin y / cos y	= x		=> y´=~1 over{1~+~tan^2 y}~=~1 over {1~+~x^2}



�Zusammenfassung :

y�y´�y�y´�y�y´��sin x�cos x�arcsin x�1 over sqrt{1~-~x^2}�xr�xr-1��cos x�-sin x�arccos x�-1 over sqrt{1~-~x^2}�ex�ex��tan x�1 + tan x�arctan x�1 over{1~+~x^2}�ln x�1/x��cot x�-1 - cot x�arccot x�-1 over {1~+~x^2}�ax�ax ln a������logbx�1 over {x~ln~b}��



Kurvendiskussion 



Sei y = f(x) beliebig oft differenzierbar in [a; b]
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Charakteristische Punkte und Eigenschaften von f(x)
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Bsp.:	y = x5

	a) Nullstellen :	x1 = 0

	b) Extrema :		%

	c) WP:		Sattelpunkt (0; 0)

	d) Monotonie : 	streng monoton steigend

	e) Krümmung :	(- , 0) : y´´ = 20x3 < 0 für x < 0	=> rechtsgekrümmt

				(0, + ): y´´ = 20x3 > 0 für x > 0	=> linksgekrümmt



Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz : 	Sei f(x) in [a, b] stetig und in (a; b) stetig differenzierbar.

	Dann existiert ein Zwischenwert  (a, b) mit f´( ) = ( f(b) - f(a) ) / ( b - a )

	=> f´( ) * (b - a) = f(b) - f(a)



Anschaulich :
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Zur Sekante (a; f(a)) und (b; f(b)) gibt es eine parallele Tangente mit Schnittpunkt in (a, b)

















Iterationsverfahren

Def.:	Sei g(x) eine reelle Fkt. 

	Ein Iterationsverfahren ist eine Rechenvorschrift der folgenden Art :

		1.) Wähle einen Startwert x0   IR

		2.) Berechne xi+1 = g(xi)		i = 0, 1, 2, ...

	g(x) heißt Iterationsfunktion.

Satz :	Sei g(x) eine in [a, b] stetig diffbare Funktion mit |g´(x)| < 1 für alle x   [a, b].

	g(x) besitze einen Fixpunkt x* in (a; b), d.h. g(x*) = x*.

	Dann gibt es eine Umgebung U(x*)   (a, b), so daß für jeden Startwert x0   U(x*) die

	Folge xi+1 = g(xi) gegen x* konvergiert.





Bsp.:	f(x) = x - e-x

	Nullstellen :	0 = x - e-x

			x = e-x		g(x) = e-x hat Fixpunkt

			g´(x) = -e-x	|g´(x)| = |1/ex| < 1	=> x > 0

	xi+1 = g(xi) = e-xi	x0 = 1

	x20 = 0,50714...	ist Nullstelle  





	f(x) = x3 + 2x -1

	Nullstellen : 	0 = x3 + 2x -1		x = -x3/2 + ½ = g(x)

			g´(x) = -3/2 x2		f(0) = -1	f(1) = -2 => Nullstellen in (0, 1)

	x0 = ½ 	

	x12 = 0,45339... 	ist Nullstelle

Newton - Verfahren

Gesucht ist Nullstelle x0 von f(x).

Wähle xi in Umgebung von x0. Berechne Tangente ti in (xi; f(xi)). Berechne Schnittpunkt xi+1 von ti mit x-Achse. Tangente von f(x) in (xi; f(xi)) :



{y~-~f(x_i)}over{x~-~x_i}~=~f´(x_i)  =>   y = f´(xi) x - f´(xi)xi + f(xi)   => x~=~{f´(x_i)~x_i~-~f(x_i)}over {f´(x_i)}~=~x_i~-~{f(x_i)}over{f´(x_i)}



		         =>  x_{i+1}~=~x_i~-~{f(x_i)}over{f´(x_i)}	mit f´(xi)   0 und hinreichend günstigem Startwert x0
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Das Newton-Verfahren ist nicht immer konvergent !



Satz:	Das Newton-Verfahren konvergiert, wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind :

	1.) f(x) besitzt eine Nullstelle x*

	2.) f(x) sei 2-mal stetig differenzierbar in U(x*)

	3.) f´(x)   0



Def.:	Eine Iterationsverfahren heißt konvergent von der Ordnung m, wenn es ein c   0 gibt

	mit :	| x* - xi+1 |   c | x* - xi | m



Bem.:	-je größer m, desto schneller konvergiert das Verfahren

-Verfahren mit m > 2 sind oft für die Praxis untauglich, da je Schritt der Rechenaufwand    zu groß ist

- Newton Verfahren : bei guter Wahl des Startwertes schneller als Intervallhalbierung

	  und Regula-Falsi [	Newton : m = 2, Intervallhalb. : m = 1, Regula-F. M = 1,6 ]



Achtung : Bei mehrfach zählender Nullstelle ist Newton-Verfahren nur noch linear konvergent 



Bem.:	Falls f´(x) nicht einfach zu bestimmen ist, kann man auch den Differenzenquotienten verwenden :

			x_{i+1}~=~x_i~-~{f(x_i)~Delta x}over{f(x_i~+~Delta x)~-~f(x_i)} ( dabei darf  x konstant sein )





Integralrechnung 



a) Das bestimmte Integral : 

	Ursprüngliche Fragestellung : Flächeninhalt F zwischen f(x) und g(x) im Intervall [a, b]

	Lösung : F durch Summe von Rechtecken annähern

	Vorgehen : 	Bilde Zerlegung Z : a = x0 < x1 < .. < xn-1 < xn = b

			Wähle  i aus [xi-1, xi] beliebig. 

			Fläche eines Teilrechtecks : f( ) (xi - xi-1)

			“Rechtecksumme” :   f( ) (xi - xi-1)		(Näherung für F)



Def.:	  := max{ |  xi | . i = 1, 2, ..n} heißt Feinheitsmaß von Z



Je kleiner das Feinheitsmaß, desto besser die Näherung S(Z) für Z. 

Man nennt den Grenzwert  -> 0 das bestimmte Integral.

�Def.:	Sei f(x) auf [a, b] beschränkt. Eine Zahl I heißt bestimmtes (Riemann)-Integral von f(x)

	über [a, b], wenn es zu jedem   > 0 ein   > 0 gibt, mit folgender Eigenschaft :

	|~sum f( _i) ~Delta x_i~-~I~|~<~ für alle a = x0 < x1 < ... < xn = b und 

	beliebige  i aus [xi, xi-1], wenn |   xi | = | xi - xi-1| <  



	Schreibweise : Int {f(x)~dx~:=~I}



Merke : 1. Das bestimmte Integral ist eine Zahl mit Vorzeichen 

		2. f(x) oberhalb der x-Achse => Integral > 0   Flächeninhalt

		3. f(x) unterhalb der x-Achse => Integral < 0   neg. Flächeninhalt

		4. f(x) beliebig 	         => Differenz der Flächen = Integral

		5. wegen 3. und 4. sind das bestimmte Integral und Flächeninhalt nicht äquivalent

    (Man erhält die Fläche, indem man von Nullstelle zu Nullstelle integriert und      die Beträge addiert)

		6. Bezeichnungen der Variablen in bestimmten Integralen ist variabel



Näherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals :

Numerisch günstig : 	- äquidistante Zerlegung des Intervalls

			- Einschachtelung des best. Integ. Mittels Unter- und Ober-Summen
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Einigen unbestimmte Integrale



	INT x^n~dx~=~{x^{n+1}}over{n~+~1}~+~C		INT x^r~dx~=~x^{r+1} over {r + 1}~+~C





	INT 1 over x~dx~=~ln~|x|~+~C	





	int e^x~dx~=~e^x~+~C		int a^x~dx~=~a^x over {ln~a}~+~C





	int sin~x~dx~=~-cos~x~+~C		int cos~x~dx~=~sin~x~+~C





	int 1 over{sin^2~x}~dx~=~-cot~x~+~C	int 1 over {cos^2~x}~dx~=~tan~x~+~C





	int 1 over{1~+~x^2}~dx~=~arctan~x~+~C	int ln~x~dx~=~x~ln~x~-x~+~C





	int log_a x~dx~=~x~log_a x~-~x~log_a e	int 1 over{ax~+~b}~dx~=~1 over a~ln~|ax~+~b|~+~C





	int tan~x~dx~=~ln~|cos~x~|~+~C

�Integrationsmethoden



I. Partielle Integration	 (Produktregel)			  uv ´ = uv -   u´v dx



(uv)´ = uv´+ u´v	<=>  (uv)´ =   (uv)´ dx +  u´v dx



Bsp.:	(1)	  x ex dx 	= x ex -   ex = x ex - ex + C 	= ex (x-1) + C

	(2)	  x sin x dx 	= x (-cos x) -   -cos x dx	= -x cos x + sin x + C

	(3)	  x2 ex dx	= x2 ex -   2x ex		= x2 ex - 2(ex (x-1)) + C

	(4)	  xn ex dx	= ... n-malige partielle Integration

	(5)	  x ln x dx	= x x ln x - x -   x ln x - x	= x2 ln x - x2 -   x ln x - x ....

		  ln x x dx 	= ln x x2/2 -   1/x x2/2 dx	= x2/2 ln x - x2/4 + C

	(6)	  ln x dx	= ln x x -   1/x x dx		= x ln x + x + C

		  logax dx	=   (ln x) / (ln a) dx	...	= x logax - x logae + C

	(7)	  sin2 x dx	= sin x (-cos x) -   -cos x (-cos x) dx 

				= - sin x cos x +   cos2 x dx 	= - sin x cos x +   (1 - sin2x) dx

		2   sin2x dx	= -sin x cos x + x =>   sin2x dx = (-sin x cos x + x) / 2 + C

	(8)	 1/(1 + x2)n dx=  (1 + x2)-n * 1 dx = (1 + x2)-n x -   -n(1 + x2)-(n+1) 2x x dx

				= x/(1 + x2)n + 2n   (-1 + 1 + x2) / (1 + x2)n+1 dx

		 1/(1+x2)n+1 dx = (x / (1+x2)n + 2n) / 2n 	= ...

		=>   1/(1+x2)n dx = 1 / (2(n-1) [ x /(1+x2) n-1 - (2n -3)   1 / (1 + x2) n-1 dx]





II. Substitution ( Kettenregel)



y = f ( u(x) )	=> y´ = df / du * u´	  Bsp.:	y = ( x2 + 3)5		y´ = 5(x2 + 3)4 2x

						y = sin (1-x2)		y´ = cos (1 - x2) (-2x)



Umkehrung :

	(1)	  (2x - 4)6 2 dx	= 1/7 (2x - 4)7  + C

	(2)	  3x2 (1 + x3) dx	= 1/6 (1 + x3)6 + C

	(3)	  x4 ( x5 + 3)3 dx	= 1/(5*4) (x5 + 3)4 + C

	(4)	  (cos ln x)/x dx	.. Substitution : u = ln x	=> du/dx = 1/x

		  cos u du		= sin u + C	= sin (ln x) + C

Formaler Weg :

	1/5   (x5 + 3)3 5x4 dx = 1/5 u4 / 4

	                                      	

		

�Merke :	Wähle u = u(x). Bilde du/dx und löse nach du auf. Setze u, du in  f(x)dx ein.

		Danach Rücksubstitution :

					         f(u(x)) u´(x) dx =   f(u) du |u=u(x)
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	(5)	  x cos ( 1 + x2) dx	= ½   2x cos (1 + x2)	= ½ sin(1 + x2) + C

	(6)	  sin3 x cos x dx 	= 1/4 sin4 x + C

	(7)	  f´(x) / f(x) dx	= ln | f(x) | + C

		a)   tan x dx 	=   sin x / cos x dx	= - ln | cos x | + C

		b)   1/ (ax + b) dx = 1/a   a / (ax + b) dx	= 1/a ln | ax + b| + C 		

	(8)	  f´(x) [f(x)]  dx = f(x) +1 / ( +1) + C

	 a)	  (tan5x) / (cos2x) dx = 1/6 tan6x + C



Substitution ist manchmal auch dann sinnvoll, wenn Integrale nicht von der Form  f(u(x))u´(x)dx sind.



	(9)	int x~sqrt{x~+~1}~dx~=~int x~(x~-~1)^{1/2}~dx   Subst.:   u = x+1   du/dx = 1    x = u-1

		int (u~-~1)~sqrt u~du~=~int u^{3/2}~-~u^{1/2}~du~=~2 over 5 u^{5/2}~-~2 over 3 u^{3/2}~+~C

		=~2 over 5(x~+~1)^{5/2}~-~2 over 3 (x~+~1)^{3/2}



	(10)	  1/ (x2 + 4) dx	bekannt :   1 / (x2 +1) dx = arctan x

		Subst.:	u = x/2	du/dx = ½	du = dx/2



		1/4 1/( x2/4 + 1) dx = 2/4 1/ (u2 +1) du/2 = ½ arctan u+C = ½ arctan (x/2) + C





	(11)	int 1 over{x^2~+~bx~+~c}~dx	Ziel :   1/(t2 + 1) = arctan t + C



		Quadratische Ergänzung : x2 + bx + c = x2 + bx + (b/2)2 - (b/2)2 + c

							= (x + b/2)2 + (-b2/4 + c)

		t = u /         Dt/du = 1/     							       



		int~...~dx~=~int 1 over {(x~+~b over 2)^2~+~ }~dx~=~int 1 over{u^2~+~ }~du~=

~1 over  ~int 1 over{(u over {sqrt  })^2~+~1}~du			





		1 over sqrt ~int 1 over{t^2~+~1}~dt~=~1 over sqrt   arctan~t





		1 over{sqrt{c~-~b^2 over 4}}~arctan u over{sqrt  }~+~C~=~1 over {sqrt{c~-~b^2 over 4}}~arctan {x~+~b over 2} over sqrt{c~-~b^2 over 4}~+~C

�	(12)	int sqrt{1~-~x^2}~dx		x = sin u	dx/du = cos u	dx = cos u du



		=~int sqrt{1~-~sin^2u}~du~cos~u~=~int cos~u~cos~u~du~=~int cos^2 u~du



		=~1 over 2~(cos~u~sin~u~+~u)~+~C~=~1 over 2~(sqrt{1~-~sin^2 u}~sin u~+~u)~+~C



		=~1 over 2~(sqrt{1~-~x^2}~x~+~arcsin x)~+~C



		Man nennt dieses Vorgehen die 2. Version der Substitution. Sei x = g(u) nach

		u diffbar und nach u auflösbar : int f(x)~dx~=~int f(g(u))~f´(u)~du_{|_{g^{-1}(x)}}



Substitution bei bestimmten Integralen

Man kann eventuell Rechenarbeit sparen, wenn die Integrationsgrenzen ebenfalls substituiert werden ( und die Rücksubstitution unterbleibt)



 Bsp.:		Int _{-1}^3~x~sqrt{x~+~1}~dx		u = x + 1	du/dx = 1	u(-1) = 0

										U(3) = 4

		=~INt_0^4~(u~-~1)~sqrt u~du~=~left[{2 over 5~u^{5 over 2}~-~2 over 3~u^{3 over 2}}right] _0 ^4~=

~2/5~4^{5/2}~-~2/3~4^{3/2}~=~64 over 5~-~16 over 3~=~112 over 15
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Integration durch Partialbruchzerlegung



int {Z(x)}over{N(x)}~dxmit Polynomen Z(x), N(x)



Falls Grad Z   Grad N, dann Polynomdivision : => {Z(x)} over{N(x)}~=~P(x)~+~{overline Z (x)}over{N(x)}

wobei p(x) leicht integrierbares Polynom



Bsp.:	{x^3~+~x^2~-~x~+~3}over{x^2~+~x~-~2}~=~x~+~{x~+~3}over{x^2~+~x~-~2}	





int {Z(x)}over{N(x)}~dxwird auf folgende 6 Grundtypen zurückgeführt :

		

	(1)	int 1 over{x~-~a}~dx~=~ln~|x~-~a|~+~C



	(2)	int 1 over {(x~-~a)^n}~dx~=~{(x~-~a)^{-n+1}}over{-n~+~1}~+~C



	(3)	int {2x~+~b}over{x^2~+~bx~+~c}~dx~=~ln~|x^2~+~bx~+~x|~+~C



	(4)	int{2x~+~b}over{(x^2~+~bx~+~c)^n}~dx~=~{(x^2~+~bx~+~c)^{-n+1}}over{-n~+~1}~+~C



	(5)	int 1 over {x^2~+~bx~+~c}~dx~=~1 over sqrt{c~-~b^2 over 4}~arctan ~{x~+~b over 2}over sqrt{c~-~b^2 over 4}~+~C

	



�Allgemeine Vorgehensweise

(i)	Nullstellen von N(x) berechnen

	Zerlegung von N(x) in Linearfaktoren und zerlegbare Quadratische Faktoren

	=> N(x) = (x - x1)( x - x2) ... (x2 + px +q)

(ii)	Partialsummenansatz

	Bsp.:	

	sei Z(x) / N(x) = {Z(x)}over{(x~-~a)(x~-~b)^3(x^2~+~px~+~q)^2}



=~A over{x~-~a}~+~B_1 over {x~-~b}~+~B_2 over {(x~-~b)^2}~+~B_3 over {(x~-~b)^3}~+~{C_1 x~+~D_1}over{x^2~+~px~+~q}~+~{C_2 x~+~D_2}over{(x^2~+~px~+~q)^2}



(iii)	Multiplikation des Ansatzes mit Hauptnenner & Berechnung der Koeffizienten 

	(z.B. mittels Koeffizientenvergleich)

(iv)	Integration der Partialbruchzerlegung



Bsp.:	

(1)	h(x)~=~{x~+~3}over{x^2~+~x~-~2}~=~{Z(x)}over{N(x)}

	

	(i) Nullstellen bestimmen :	0 = x2 + x -2 	=> x_{1/_2}~=~- 1 over 2 ~+- sqrt{1 over 4~+~2}~=~- 1 over 2 ~+-~3 over 2



	(ii) Ansatz :	{x~+~3} over{(x~-~1)(x~+~2)}~=~A over{x~-~1}~+~B over {x~+~2}



			x + 3	= A(x + 2) + B(x - 1) = Ax + 2A + Bx - B

			x + 3	= (A + B)x + 2A - B

	(iii) Koeffizientenvergleich :	1 = A + B	=> A = 4/3

					3 = 2A - B	=> B = - 1/3

	(iv) Integration :

		int {x~+~3}over{x^2~+~x~-~2}~dx~=~int {4/3}over{x~-~1}~dx~+~int {- 1/3}over{x~+~2}~dx~=~4 over 3~ln (x~-~1)~-~1 over 3~ln (x~+~2)~+~C

						



(2)	h(x)~=~{x^2~+~2}over{(x~-~1)^3}



	(ii) Ansatz :	A over {x~-~1}~+~B over{(x~-~1)^2}~=~C over {(x~-~1)^3}~=~x^2~+~2



	x² + 2	= A (x - 1)² + B(x - 1) + C

	x² + 2	= A x² + (B - 2 A) x + A + B + C

	(iii) Koeffizientenvergleich :	

	=> A = 1	B = 2		C = 3

	(iv) Integration :



		int {x^2~+~2}over{(x~-~1)^3}~dx~=~int 1 over {x~-~1}~dx~+~int 2 over {(x~-~1)^2}~dx~+~int 3 over {(x~-~1)^3}~dx



		=~ln ~(x~-~1)~+~2 over {-1}~ ln~(x~-~1)^{-1}~+~3 over {-2}~ ln~ (x~-~1)^{-2}~+~C



		=~ln~(x~-~1)~+~{-2}over{x~-~1}~+~{-3}over{2(x~-~1)^2}~+~C

	

�(3)	h(x)~=~{x~+~1}over{x^3~+~x^2~-~2}



	Nullstellen : x1 = 1	x2 = -1 ± -1 => nur eine Nullstelle



	{x~+~}over{x^3~+~x^2~-~2}~=~A over{x-~}~+~{Bx~+~C}over{x^2~+~2x~+~2}



	   x +1	= A(x² + 2 x + 2) + (Bx + C)(x - 1)

		= (A + B)x² + (2 A - B + C)x + 2 A - C

		     	=> 	A + B = 0		=> A = 2/5

				2 A - B + C = 1	=> B = - 2/5

				2 A - C = 1		=> C = - 1/5	



	

	int {x~+~1}over{x^3~+~x^2~~2}~=~int 2 over 5 over{x~-~1}~dx~+~int {- 2 over 5 x~-~ 1 over 5}over {x^2~+~2x~+~2}~dx~=~2 over 5~ ln(x~-~1)~+~(-1 over 5) int{2x~-~1}over {x^2~+~2x~+~2}~dx



		=~2 over 5 ~ln(x~-~1)~+~(- 1 over 5) 

left[{int {2x~-~2}over {x^2~+~2x~+~2}~dx~-~int 1 over {x^2~+~2x~+~2}~dx}right]



		=~2 over 5 ~ln (x~~)~-~1 over 5 ~ln |x^2~+~2x~+~2|~+~1 over 5 1 over sqrt{2~+~4 over 4}~arctan {x~+~1}over sqrt 1~+~C



		=~2 over 5 ~ln(x~-~1)~-~1 over 5~ ln~|x^2~+~2x~+~2|~+~1 over 5 ~arctan~x~+~1~+~C





(4)	int {x^2~+~2x~+~5}over{(x~-~1)(x~-~2)(x~+~1)}~dx



	Ansatz :	{x^2~+~2x~+~5}over{(x~-~1)(x~-~2)(x~+~1)}~=~A over{x~-~1}~+~B over{x~-~2}~+~C over {x~+~1}



			   x² + 2x + 5	= A(x - 2)(x + 1) + B(x² - 1) + C(x - 1)(x - 2)

	Einsetzen :   x1 = 1:  	    8	= A(-2) + 0 + 0	=> A = -4

		        x2 = 2 :       13	= 0 + 3 B + 0		=> B = 13/3

		        x3 = -1:	    4	= 0 + 0 + 6 C		=> C = 2/3



	int h(x)~dx~=~int {-4}over{x~-~1}~dx~+~int{13 over 3}over {x~-~2}~dx~+~int 2 over 3 over {x~+~1}~dx



		    = -4 ln | x - 1 | + 13/3 ln | x - 2< + 2/3 ln | x + 1 | + C  		
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(5)	int {x^2~+~2x~-~1}over{(x~-~1)(x~+~1)^2(x^2~+~2x~+~2)}~dx



x²+2x-1 = A(x+1)²(x²+2x+2) + B(x-1)(x+1)(x²+2x+2) + C(x-1)(x²+2x+2) + (Dx+E)(x-1)(x+1)²



x = 1:	     2 	= A(4)(5) = 20 A 					=> A 	= 1/10

x = -1 :    -2	= C(-2)(1) = -2 C 					=> C 	= 1

x = 0 :     -1	= 1/10(1)(2) + (-1)(2) + B(-1)(1)(2) + E(-1)			=> 4/5 	= -2B-E

x = -2 :    -1	= 1/10(1)(2) + B(-3)(-1)(2) + C(-3)(2) + (-2D+E)(-3)(-1)²	=> 24/5	= 6B+6D-3E

x = 2 :      7	= 1/10(9)(10) + B(3)(10) + C(10) + (2D+E)(1)(9)		=> -12 	= 30B+18D+9E

									=> B 	= ½	

									=> D 	= -3/5	

									=> E 	= -9/5

�

int~...~dx~=~int 1 over{10}over{x~-~1}~dx~+~int 1 over 2 over{x~+~}~dx~+~1 over {(x~+~1)^2}~dx~

+~int{- 3 over 5 x~-~9 over 5}over{x^2~+~2x~+~2}~dx



	=~1 over{10}~ln~|x~-~1|~+~1 over 2~ln~|x~+~|~+~{-1}over{x~+~}~+~({-3}over 5)~int{x~+~³}over{x^2~+~2x~+~2}~dx



	=~...~+~({-3}over{10})~int{2x~+~6}over{x^2~+~2x~+~2}~dx~=~...~+~({-3}over{10})

left[{int {2x~+~2}over{x^2~+~2x~+~2}~dx~+~int 4 over {x^2~+~2x~+~2}~dx}right]



	=~...~- 3 over{10}~ln~|x^2~+~2x~+~²|~-~3 over{10}~4~1 over sqrt{2~-~4 over 4}~arctan~{x~+~2 over 2}over sqrt{2~-~4 over 4}~+~C





	=~...~- 3 over {10}~ln~|x^2~+~2x~+~2|~-~6 over 5~arctan~(x~+~1)~+~C





Simpson - Formel

[Trapezregel : Gerade wurde durch zwei Punkte festgelegt 

		=> Fläche wurde durch Trapez angenähert]

Durch 3 Punkte von f(x) wird Parabel 2. Ordnung gelegt
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	f(x) = a0 + a1x + a2x²

	y ist durch 3 Punkte eindeutig bestimmt



	Vereinfachte Situation :	
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					Gleichungssystem :	

					yh = a0 + a1h + h²

					y0 = a0				(*)

						         	         y-h = a0 - a1h + h²	

		

Wir interessieren uns nicht für die Parabel, sondern für die Fläche unterhalb der Parabel.



Satz :	für die Näherungsparabel p(x) = a0 + a1x + a2x² gilt :

	int_{-h}^h ~p(x)~dx~=~h over 3(y_{-h}~+~4y_0~+~y_h)



Bem.:	Für die Beziehung (*) spielt die spezielle Wahl des Koordinatensystems keine Rolle. Man benötigt nur 3 Werte [f(x0 - h), f(x0), f(x0 + h)]



Anwendung :
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				Wichtig : Anzahl der Teilintervalle muß gerade sein !!





			       int _a ^b~f(x)~dx~=~int_{x_0}^{x_2}~f(x)~dx~

+~int_{x_2}^{x_4}~f(x)~dx~+~...~

+~int_{x_{n-2}}^{x_n}~f(x)~dx





Für jeweils 3 benachbarte Punkte (y0, y1, y2), (y2, y3, y4) wird f(x) durch eine Parabel angenähert



int_a ^b~f(x)~dx~=~h over 3~(y_0~+~4y_1~+~2y_2~+~4y_3~+~2y_4~+~...~+~4y_{n-1}~+~y_n)	        h~=~{b~-~a}over n



Bem.:	Simpson konvergiert wesentlich schneller als Trapezregel

	Simpson ist exakt für Polynome 3.Grades

	Trapezregel ist exakt für Geraden

�Volumen eines Rotationskörpers



Rotation um x-Achse
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	zerlege Rotationskörper in Scheiben der Dicke  x = (b -a)/n

	Volumen eines Scheibenelements  V  Grundfläche * Höhe 

							=   f²( i)  x



	Volumen des Drehkörpers       f² ( i)  x

	 x -> 0 : 	V_x~=~pi int _a ^b ~f^2(x)~dx
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Rotation um y-Achse
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	 x = g(y)



	analog zu Rotation um x-Achse ( vertausche x mit y !)



			V_y~=~pi int _c ^d ~g^2(y)~dy







Bsp.:	

(1)	y = cos x	x   [0,  /2 ]



	V_x~=~pi int _0 ^pi ~cos^2(x)~dx=   ( ½ cos x sin x + ½ x) | =  /2 [  /2 - 0 ] =  ²/4



(2)	y~=~sqrt{R^2~-~x^2}	( Kalotte )



	V_x~=~pi int _{R-h} ^R ~(R^2-x^2)^2(x)~dx~=~pi~[R^2x~-~x^3 over 3]_{R-h} ^R

~=~pi~[(R^3~-~R^3 over 3)~-~(R^2~(R~-~h)~-~{(R~-~h)^3} over 3)]



		=~pi~[R^2~h~-~R^3 over 3~+~{R^3~-~3~R^2~h~+~3~R~h^2~-~h^3}over 3]

~=~pi~[R~h^2~-~h^3 over 3]



(3)	VHalbkugel = 2/3   R³





Bogenlänge einer Kurve
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	 x = (b - a) / n

	 y = y(xi) - y(xi-1)



	 s   sqrt{Delta x^2~+~Delta y^2}~=~sqrt{ Delta x^2~(1~+~{Delta y^2}over{Delta x^2})}~=~

Delta x~sqrt{1~+~({Delta y}over {Delta x})^2} 

	



	Bogenlänge näherungsweise : s   sum~sqrt{ 1~+~({Delta y}over{Delta x})^2}~Delta x



	 x -> 0 : s~=~int_a ^b~sqrt{1~+~({Delta y}over{Delta x})^2}~dx~

=~int_a ^b~sqrt{1~+~f´(x)^2}~dx



�Bsp.:	

(1)	y = 2/3 x3/2	x   [0, 3]

	y´ = x½		

       	s~=~int _0 ^3~sqrt{1~+~x}~dx~=~2 over 3(1~+~x)^{3 over 2}~|_0^3~=~ {14} over 3



(2)	y~=~sqrt{R^2~-~x^2}	x   [-R, R]

	y´~=~{2x}over{2 sqrt{R^2~-~x^2}}~=~x over sqrt{R^2~-~x^2}





	s~=~int _{-R}^R~sqrt{1~+~x^2 over {R^2~-~x^2}}~dx~=~int _{-R} ^R~sqrt{R^2 over {R^2~-~x^2}}~dx

~=~int _{-R}^R ~R over sqrt{R^2~-~x^2} ~dx	



	Substitution : x = R sin t	=> s~=~int_{-R}^R~R over sqrt{R^2~-~(R~sin~t)^2}~dx	

	dx/dt = R cos t

	dx = R cos t dt

	t = arcsin x/R				=~int _{- pi over 2}^{pi over 2}~{R^2~cos~t}over{R~cos~t}~dt~=~R[t]_{- pi over 2}^{pi over 2}~=~pi R





Mantelflächen von Rotationskörpern

(Genauer, die von einem Kurvenbogen erzeugte Drehfläche)
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 Mantel einer Scheibe (näherungsweise) 

	 o	    2  f( i)  s

		 ~2 pi~f(xi_i)~sqrt{Delta x^2~+~Delta y^2}

	

		  ~2 pi~f(xi_i)~sqrt{1~+~({Delta y}over {Delta x})^2~dx}





Mantel des Drehkörpers : O      o



 x -> 0 :	0~=~2 pi~int_a^b~f(x)~sqrt{1~+~f´(x)^2}~dx





Bsp.:	

(1)	y  = 1/3 x³	x   [0, 1]		y´ = x²

	0~=~2 pi~int_0^1~1 over 3~x^3~sqrt{1~+~x^4}~dx~=~{2 pi}over 3~int_0^1~(1~+~x^4)^{1over 2}~4 over 4~x^3~dx



		=~{2 pi}over {12}~[2 over 3~(1~+~x^4)^{3 over 2}]~|_0 ^1~=~pi over 9~[^3sqrt 2~-~1]~|_0^1~=~0,64





(2)	y~=~sqrt{R^2~-~x^2}    x   [-R, R]		y´~=~1 over 2~{-2x}over sqrt{ R^2~-~x^2}~=~{-x}over{sqrt{R^2~-~x^2}}



	Okugel = 2 pi int_{-R}^R~sqrt{R^2~-~x^2}~sqrt{1~+~({-x}over{sqrt{R^2~-~x^2}})^2}~dx

~=~4 pi~int _0^R~sqrt{R^2~-~x^2}~sqrt{1~+~{x^2}over{R^2~-~x^2}}~dx





							=~4 pi ~int _0^R~R~dx~=~4~pi~R^2

�Uneigentliche Integrale		                                                                                            27.05.97



Erweiterung des Integrationsbegriffs auf

	a) unbeschränkte Integrationsintervalle

	b) unbeschränkte Integranden



Def.:	Sei f(x) über jedem [a, b] mit b   [a,  ) integrierbar

	Es existiere lim~int~f(x)~dx. Dann heißt 	int_a ^inf~f(x)~dx~=~stack{lim#b->inf}~int_a^b~f(x)~dx

	uneigentliches Integral von f(x) über [a,  )

analog :

			int_{- inf} ^b~f(x)~dx~=~stack{lim#a-> - inf}~int_a^b~f(x)~dx



			int_{-inf} ^inf~f(x)~dx~=~stack{lim#a->-inf}~int_a^c~f(x)~dx

~+~stack{lim#b->inf}~int_c^b~f(x)~dx





Bsp.:	

(1)	int_a ^inf~1 over x^2~dx



	int~1 over x^2~dx~=~{-1}over x ~+~C	=>	stack{lim#b->inf}~int_1^b~1 over x^2~dx~=

~stack{lim#b->inf}~[- 1 over x]_1^b~=

~stack{lim#b->inf}~[- 1 over b~+~1]~=~1



	=>~int_a ^inf~1 over x^2~dx~=~underline {underline 1}





(2)	int_{-inf}^0~e^x~dx



	int_{-inf}^0~e^x~dx~=~stack{lim#a->-inf}~int_a^0~e^x~dx

~=~stack{lim#a->-inf}~[e^x]_a^0~=~

stack{lim#a->-inf}~(e^0~-~e^a)~=~

stack{lim#a->-inf}~(1~-~e^a)~=~underline{underline 1}





(3)	int_{-inf}^inf~1 over{1~+~x^2}~dx~=~ stack{lim#a->-inf}~int_a^0~{dx}over{1~+~x^2}~

+~stack{lim#b->inf} int_0^b~{dx}over{1~+~x^2}~=~stack{lim#a->-inf}[arctan~x]_a^0~

+~stack{lim#b->inf} int_0^b[arctan~x]_0^b



	=~ stack{lim#a->-inf}(- arctan~a)~+~stack{lim#b->inf} (arctan~b)~=

~2~stack{lim#a->inf}~arctan~a~=~2~pi over 2~=~underline{underline pi}





Sei f(x) für x = x0 unbeschränkt. Man setzt int_{x_0}^b~f(x)~dx~:=~ stack{lim#x_0->a}~int_a^b~f(x)~dx, falls lim existiert,

wobei x0 < a < b.

analog :

		int_a^{x_0}~f(x)~dx:= stack{lim#x_0->b}~int_a^b~f(x)~dx, falls lim existiert und x0 > a > b



Bsp.:

(1)	int_{-1}^0~{dx}over{.^3 sqrt x}~=~int_{-1}^0~x^{- 1 over 3}~dx

~=~ stack{lim#x_0->b}~int_{-1}^b~x^{-1 over 3}~dx

~=~stack{lim#x_0->b}~[3 over 2~x^{2 over 3}]_{-1}^b

~=~stack{lim#x_0->b}~3 over 2~b^{2 over 3}~-~3 over 2(-1)^{2 over 3}

~=~3 over 2





(2)	int_2^3~{dx}over{x~-~3}~=~int_2^3~(x~-~3)^{-1}~dx

~=~ stack{lim#b->3}~int_2^b~(x~-~3)^{-1}

~=~ stack{lim#b->3}~ln |x~-~3|~ |_2^b

~=~stack{lim#b->3}~ln~|b~-~3|~-~ln~1~





	 =~-inf~-~ln~1~=~-inf 	( das uneigentliche Integral ist divergent !!)

�Bsp.:	Anwendung

	Arbeit, um eine Masse m von der Erdoberfläche (v0) auf die Höhe r1 zu heben :

	M = 5,97 * 10 24 kg		( Erdmasse )

	r0 = 6,37 * 10 6 m		( Erdradius )

	  = 6,67 * 10 -11 m³ / kg s 	( Gravitationskonstante )

	Anziehungskraft, die auf m wirkt : F =   * Mm / r²



	A~=~int_{gamma_0}^{r_1}~gamma~{Mm}over{r^2}~dr	Delta A~=~F~Delta r~~~=>~sum~Delta A~=~sum~F~Delta r



	=>~A~int_{r_0}^{r_1}~gamma~{Mm}over r^2~dr



	Arbeit, damit m die Erdanziehung verläßt ?



	A~int_{r_1}^{inf}~gamma~{Mm}over r^2~dr~=~stack{lim#r_2->inf}~int_{r_1}^{r_2}~gamma~{Mm}over r^2~dr

~=~stack{lim#r_2->inf}~{- gamma~Mm}over r^2~+~{- gamma~Mm}over {-r^1}~=~gamma~Mm~1 over r_1



	=> nötige Geschwindigkeit : z.B. Rakete	E_{kin}~=~A_a~~~< = >~1 over 2~mv_0^2~=~gamma~{Mm}over r_0



							=> v_0~=~sqrt{2~{Mm}over r_0}~=~11,2~10^3~m over s







Berechnung von Grenzwerten nach L´Hospital

(Regeln von L´Hospital oder Bernoulli - L´Hospital)



Bsp.:	{sin~x}over xist für x0 = 0 nicht definiert		



	Man sagt : sin x / x ist für x0 = 0 ein unbestimmter Ausdruck vom Typ 0/0

	Weitere unbestimmte Ausdrücke : inf over inf,~0~inf,~inf~-~inf,~0^0,~0^inf,~1^inf





Regel von L´Hospital

 (für unbestimmte Ausdrücke vom Typ  0 over 0,~inf over inf)



Seien f(x), g(x) in U°(x0) := U(x0) - {x0} differenzierbar. Sei g(x) ungleich 0 für x   U°

und stack{lim#x->x_0}~f(x)~=~ stack{lim#x->x_0}~g(x)~=~0bzw. stack{lim#x->x_0}~f(x)~=~ stack{lim#x->x_0}~g(x)~=~+- inf

	

Dann gilt : stack{lim#x->x_0}~{f(x)}over{g(x)}~=~ stack{lim#x->x_0}~{f´(x)}over{g´(x)}
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Bem.:	

(1)	Der Satz gilt auch für einseitige Grenzwerte und für x -> ±  statt x -> x0

(2)	Die übrigen unbestimmten Typen werden auf “0/0" oder “ / ” zurückgeführt

(3)	gelegentlich ist es sinnvoll, “0/0" in “ / ” oder umgekehrt umzuwandeln



Bsp.:

(1)	stack{lim#x->0}~{sin~x}over x~=~stack{lim#x->0}~{cos~x}over x~=~1	



(2)	 stack{lim#x->0}{e^x~-~x~-~1}over{x(e^x~-~1)}~=~stack{lim#x->0}~{e^x~-~1~-~1}over{1(e^x~-~1)~+~e^x~x}~=~stack{lim#x->0} ~{e^x}over{e^x~+~e^x~+~x~e^x}~=~1 over 2



(3)	 stack{lim#x->inf}~x^2~e^{-x}~=~stack{lim#x->inf}~x^2 over e^x~=~stack{lim#x->inf}~{2x}over{e^x}~=

~stack{lim#x->inf}~2 over{e^x}~=~0



(4)	 stack{lim#x->0}~(1 over{sin~x}~-~1 over{tan~})~=~stack{lim#x->0} ~( 1 over{sin~x}~-~{cos~x}over{sin~x})~

=~stack{lim#x->0}~({1~-~cos~x}over{sin~x})~=~stack{lim#x->0}~{sin~x}over{cos~x}~=~0



(5)	 R-stack{lim#x->0}~x^{sin~x}~=~R-stack{lim#x->0}~(e^{ln~x})^{sin~}~=~R-stack{lim#x->0}~e^{ln~x~sin~x}  nur Exponent :  R-stack{lim#x->0}~ln~x~sin~x~=	



	a)R- stack{lim#x->0} ~{sin~x}over{1 over{ln~x}}~=~R-stack{lim#x->0}~{cos~x}over{ {-1}over{x~ln^2~x}}~=~...









	b)  R-stack{lim#x->0} ~{ln~x}over{1 over{sin~x}}~=

~R-stack{lim#x->0}~{{1 over x} over{-cos~x}}over {sin^2x}~=

~R- stack{lim#x->0}~{-sin^2~x}over{x~cos~x}~=

~R-stack{lim#x->0} ~-{2cos~x~sin~x}over{cos~x~+~x(-sin~x)}~=~0





		=> R- stack{lim#x->0} ~e^{ln~x~sin~x}~=~e^0~=~1



(6)	 stack{lim#x->1}~ x^{1 over{x~-~1}}~=~stack{lim#x->1}~e^{ln~x~1 over{x~-~1}}

nur Exponent :  stack{lim#x->1} ~ln~x^{~1 over{x~-~1}}



	a)  stack{lim#x->1} ~{ln~x}over{x~-~1}~=~stack{lim#x->1}~1 over x over 1~

=~stack{lim#x->1}~1 over x~=~1



		=>  stack{lim#x->1} ~x^{1 over{x~-~1}}~=~stack{lim#x->1}~e^1~=~2,71...





Hyperbelfunktionen und Areafunktionen



Def.:	sinh~:=~{e^x~-~e^{-x}}over 2~,~~x~ ~ 



	cosh~:=~ {e^x~+~e^{-x}}over 2~,~~x~ ~  



	tanh~:=~ {e^x~-~e^{-x}}over {e^x~+~e^{-x}}~,~~x~ ~ 			tanh = sinh / cosh



	coth~:=~ {e^x~+~e^{-x}}over {e^x~-~e^{-x}}~,~~x~ ~ ~/~{0}			coth = cosh / sinh

�

�
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Eigenschaften

(1)	cosh²x - sinh²x = 1

(2)	cosh²x = 1 + sinh²x

(3.a)	cosh (a ± b) = cosh a * cosh b ± sinh a * sinh b

    b)	sinh (a ± b) = sinh a * cosh b ± cosh a * sinh b	



Bem.:	y = cosh x heißt auch Kettenlinie. Eine an 2 Punkten in gleicher Höhe befestigte, fei hängende Kette nimmt unter dem Einfluß der Schwerkraft die Form y = a cosh (x/a),

	a > 0 an.



Areafunktionen ( => Umkehrfunktionen zu Hyperbelfunktionen)

y = arcsinh x		x   IR		“Arcussinushyperbolicus” 	<=> x = sinh y

y = arccosh x		x   IR > 1					<=> x = cosh y

y = arctanh x		x   (-1; 1}					<=> x = tanh y

y = arcoth x		x   IR \ [-1; 1]				<=> x = coth y



Satz

	a)	arcsinh~x~=~ln~(x~+~sqrt{x^2~+~1}),~x~ ~ 

	b)	arccosh~x~=~ln~(x~+~sqrt{x^2~-~1}),~x~ ~[1,~inf]

	c)	arctan~x~=~1 over 2~ln~({1~+~x}over{1~-~x}),~x~ ~(-1;~1)

	d)	arcoth~x~=~1 over 2~ln~({x~+~1}over{x~-~1}),~x~ ~ ~\~[-1;~1]



Bew. zu a)

	y = arcsinh x => x = sinh y = {e^y~-~e^{-y}}over z	<=> 2x = ey - e-y

	Substitution : z = ey

	=> 2x = z - 1/z	<=> 0 = z² - 2xz - 1

				<=> z_{1/2}~=~x~+-~sqrt{x^~+~1}	=> e^y~=~x~+~sqrt{x^2~+~1}



	=> y~=~ln~(x~+~sqrt{x^2~+~1})		 



Ableitungen :

	a) 	y~=~sinh~x~=~1 over 2~(e^x~-~e^{-x})~~=>~y´~=~1 over 2(e^x~+~e^{-x})~=~cosh~x

	b)	y~=~cosh~x~=~1 over 2~(e^x~+~e^{-x})~~=>~y´~=~1 over 2(e^x~-~e^{-x})~=~sinh~x

	c)	y~=~tanh~x~=~{sinh~x}over{cosh~x}~=>~y´~=~{cosh^2~x~-~sinh^2x}over{cosh^2x}~=~1 over{cosh^2x}~0~1~-~tanh^2~x

	d)	y~=~coth~x~=~{cosh~x}over{sinh~x}~~=>~y´~=~{sinh^2x~-~cosh^2x}over{sinh^2~x}~=~{-1}over{sinh^2~x}~=~1~-~1over {tanh^2~x}

	e)	y~=~arcsinh~x~=~ln(x~+~sqrt{x^2~+~1})~~=>~y´~=~1 over sqrt{x^2~+~1}

	f)	y~=~arccosh~x~=~ln(x~+~sqrt{x^2~-~1})~~=>y´~=~1 over sqrt{x^2~-~1}

	g)	y~=~arctanh~x~=~1 over 2~ln({1~+~x}over{1~-~x})~~=>~y´~=~1 over{(1~+~x)(1~-~x)}

	h)	y~=~arcoth~x~=~1 over 2~ln({x~+~}over{x~-~})~~=>~y´~=~1 over{1~-~x^2}



�Anwendungen :



 (1)int~1over sqrt{x^2~+~1}~dx~=~arcsinh~x~=~ln~(x~+~sqrt{x^2~+~1})~+~C

(2)int~1over sqrt{x^2~-~1}~dx~=~arccosh~x~=~ln~(x~+~sqrt{x^2~-~1})~+~C

(3)int~1 over{1~-~x^2}~dx~=~1 over 2~ln~({1~+~x}over{1~-~x})~+~C~~~~für~|x|<1

(4)int~1 over{1~-~x^2}~dx~=~1 over 2~ln~({x~+~1}over{x~-~1})~+~C~~~~für~|x|>1

(5)int~sqrt{1~+~x^2}~dx~=~..	Substitution : x = sinh t => int~sqrt{cosh^2~t}~cosh~t~dt

			     	dx / dt = cosh t

    int~cosh~t~cosh~t~dt~=~cosh~t~sinh~t~-~int~sinh^2~t~dt

 			  =~~-~\"~-~~+-~int~(cosh^2~t~-~1)~dt

			  =~~-~\"~-~~+~t~-~int~(cosh^2~t)~dt

    2~int~...~=~cosh~t~sinh~t~+~t~~~=>~int~cos^2~t~dt~=~{cosh~t~sinh~t~+~t}over 2~+~C

      Rücksubstitution :



    int~sqrt{1~+~x^2}~dx~=~1 over 2~(sqrt{1~+~sinh^2~t}~sinh~t~+~t)~+~C~=

~1 over 2~(sqrt{1~+~x^2}~x~+~ln~(x~+~sqrt{1~+~x^2}))~+~C
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Bsp.:	y = x^2	x   [0; 1]



	Bestimmung der Kurvenlänge von (0; 0); (1; 1)



	int_0^1~sqrt{1~+~(f´(x))^2}~=~int_0^1~sqrt{1~+~4x^2}



	Substitution :

	u = 2x		du = 2dx



	1 over 2~ int_{u(0)}^{u(1)}~sqrt{1~+~u^2}~du~=~

1 over 2~int_0^2~sqrt{1~+~u^2}~du~=~

1 over 4~[u~sqrt{1~+~u^2}~+~ln(u~+~sqrt{1~+~u^2})]_0^2



						=~1 over 4~[2~sqrt 5~+~ln~(2~+~sqrt 5)~-~0]~=~1,478.. ~APPROX ~1,5

�Geometrie und Analysis



Koordinatentransformation

a)	Verschiebung eines Koordinatensystems (KS)
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	P(u, v)	- Koordinaten im u, v - Sytsem

	P(x, y) - Koordinaten im x, y - System



	=> x = u + a		u = x - y

	     y = v + b		v = y - b







b)	Drehung des Koordinatensystems um Winkel  
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	Es gilt :	0x = ox - xx

			0y = 0y - yy

	=>	cos   = 0x / u	<=>	ox = u cos  

		sin   = xx / v	<=>	xx = v sin  

		cos   = yy / v	<=>	yy = v cos  

	=> 	0x = u cos   - v sin  

		0y = u sin   + v cos  



	left(matrix{x#y}right)~=~left(matrix{cos~ varphi&-sin~varphi#sin~varphi&cos~varphi}right)

~left(matrix{u#v}right)





	A^{-1}varphi~=~left(matrix{cos~ varphi&-sin~varphi#-sin~varphi&cos~varphi}right)

	Bew.:	A-1  A  = Einheitsvektor





Bsp.:	u, v - System sei gegenüber x, y - System um 45° (pi/4) verdreht

	In welche Gleichung geht 	y = 1/x 	über ?



	x = u cos   - v sin     sqrt 2 over 2~u~-~sqrt 2 over 2~v~=~sqrt 2 over 2~(u~-~v)



	y = u sin   + v cos     sqrt 2 over 2~u~+~sqrt 2 over 2~v~=~sqrt 2 over 2~(u~+~v)



	=> u over sqrt 2~+~v over sqrt{u~-~v}~=~u^2 over 2~-~v^2 over 2~=~1











�Kegelschnitte (Kreis, Parabel, Ellipse, Hyperbel)



Kegelschnitte mit Symmetrieachsen parallel zu den Achsen des Koordinatensystems



Kreis :				



		Ursprungskreis:	x² + y² = IR²

�EMBED WPDraw30.Drawing \s \* mergeformat���

				Hauptform :		(x-x0)² + (y-y0)² IR²









Ellipse :
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				Ursprungsellipse :	x^2 over a^2~+~y^2 over b^2~=~1





				Hauptform :		{(x~-~x_0)²}over{a²}~+~{(y~-~y_0)²}over b^2~=~1





Hyperbel :



				Ursprungshyperbel :	x^2 over a^2~-~y^2 over b^2~=~1





				Hauptform :		{(x~-~x_0)^2} over a^2~-~{(y~-~y_0)^2} over b^2~=~1



				Asymptoten :	y = ± b/a x
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				{(y~-~y_0)^2} over b^2~-~{(x~-~x_0)^2} over a^2=~1
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				y² = 2 px		P = Parameter

							S = Scheitel

							F = Fokus



				Hauptform : (y - y0)² = 2 p (x - x0)

�10.06.97

Bem.:	Hauptformen können durch Verschiebung des KS auf Ursprungsform gebracht werden

	Ausmultiplizieren der Hauptformen liefert :

							Ax² + By² + Cx + Dy + E = 0		(1)

	mittels quadratischer Ergänzung erhält man die Hauptform zurück



Satz :	Jede Gleichung der Form (1) stellt dar : Ellipse, Hyperbel oder Parabel, wobei die

		Symmetrieachsen parallel zu den Achsen des Koordinatensystems liegen, 

	oder ein Grenzfall dieser Kurven, d.h. Punkt, Gerade, zwei sich schneidende / parallele

		Geraden

	oder die leere Menge



Welcher Fall vorliegt, erkennt man entweder direkt, oder man versucht eine Hauptform mittels quadratischer Ergänzung herzuleiten



Bsp.:

(1)	A = B = 0:	Cx + Dy + E = 0		=> Gerade, falls C oder D   0

(2)	x² + y² + 10x - 2y + 22 = 0

	x² + 10x + 25 + y² - 2y + 1 - 1 - 25 + 22 = 0

	(x + 5)² + (y - 1)²  = 4			=> Kreis : Mittelpunkt (-5, 1) / Radius 2

(3)	x² + 4y² - 2x - 3 = 0

	x² -2x + 1 - 1 -3 + 4y² = 0

	(x - 1)² + 4 y² = 4

	( (x - 1) / 2 )² + (y / 1)² = 1			=> Ellipse : MP (1, 0)        a = 2, b = 1

(4)	4x² - 9y² - 16x + 18y - 29 = 0

	4x² - 16x + 16 - 16 - 9(y² - 2y + 1 - 1) - 29 = 0

	4(x - 2)² - 9(y - 1)² = 36

	( (x - 2) / 3 )² - ( (y - 1) / 2)² = 1		=> Hyperbel : MP (2, 1)     a = 3, b = 2

(5)	3x² + 2y² = 5

	3/5 x² + 2/5 y² = 1 = x² / (5/3) + y² / (5/2)	=> Ellipse : MP (0, 0)	    a = 5/3, b = 5/2

(6)	x² + y² - 2x + 2 = 0

	x² - 2x + 1 - 1 + 2 + y² = 0

	(X - 1)² + y² = -1				=> leere Menge

(7)	x² - y² - 2x + 4y - 3 = 0

	x² - 2x + 1 - 1 - 1(y² - 4y + 4 - 4) -3 = 0

	(x - 1)² - (y - 2)² = 0				

		[(x - 1) + (y - 2)]	 [(x - 1) - (y - 2)] = 0

		x + y = 3		x - y = -1

		y = x + 3		y = x + 1	=> zwei sich schneidende Geraden

(8)	3x² + 5y² = 0					=> Punkt (0, 0)

(9)	x² + 6x - 6y + 12 = 0

	x² + 6x + 9 - 9 + 12 - 6y = 0

	(x + 3)² - 6y = -3

	(x + 3)² = 6 ( y - ½ )				=> Parabel, oben geöffnet, S = (-3, ½ )

							      P = 3 = 6/2 





�Frage : Welche Form haben Gleichungen von Kegelschnitten, deren Symmetrieachsen nicht

	Parallel zu den Koordinatensystemachsen sind ?

Antwort :	Die Gleichungen enthalten ein gemischtes Produkt xy



Satz:	Jede allgemeine Gleichung 2.Grades der Form Ax² + 2Bxy + Cy² + 2Dx + 2Ey + 2F = 0

	läßt sich durch Drehung [ Hauptachsentransformation ] in die Gleichung der Form (1)

	bringen
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Bsp.:	x² + 10  3 xy + 11y² - 64 = 0		(*)

	tan 2  = 2B / (A - C) = 10  3 / (1 - 11) = -  3	=> 2  = -60° =>   = -30°



	x = u cos   - v sin   	=> x = (u  3)/2 + v/2

	y = u sin  + v cos  	=> y = -u/2 + (v  3)/2



	(*) => [ {u~sqrt 3}over 2~+~v over 2]~+~10 sqrt 3~[( {u~sqrt 3}over 2~+~v over 2)(- u over 2~+~{v~sqrt 3}over 2)]

~+~11(- u over 2~+~{v~sqrt 3}over 2)²~-~64~=~0



		3u²	+ 2 3 uv	+ v²	+

		-30u²	+ 20  3 uv	+ 30v²	- 64 * 4	+

		11u²	- 22  3 uv	+ 33v²

		                                                                        

		-16u²	+ 0		+ 64 v²	= 64 * 4



	- u² / 16 + v² / 4 = 1				=> Hyperbel	

			

Parameterform von Hyperbeln

bisher : y = f(x)	“explizite Form”	(geschlossene Kurven (z.B. Kreis nicht darstellbar)

	F(x, y) = 0	“implizite Form”	(für Integration nicht geeignet)

Für viele Zwecke nützlicher : Parameterform :	x = x(t);	y = y(t)	t   [a, b]
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				Ortsvektor eines Punktes P = (x(t), y(t)) : r(t) = left(stack{x(t)#y(t)}right)







Bsp.:

(1)	Gerade :	x = x0 + t(x1 - x0)	

			y = y0 + t(y1 - y0)	left(stack{x#y}right)~=~left(stack{x_0#y_0}right)~+~t~left(stack{x_1~-~x_0#y_1~-~y_0}right)

				

(2)	Kreis um 0 mit Radius R :

			x = R cos t		t   [0, 2 ]

			y = R sin t

	[ Kontrolle ob Kreis :	x² + y² = R² cos²t + R² sin²t = R²(cos²t + sin²t) = R²



(3)	Verschobener Kreis :

			x = x0 + R cos t

			y = y0 + R sin t



(4)	Hyperbel - Ast :

			x = a cosh t		für a > 0 -> rechter Ast, a < 0 -> linker Ast

			y = b cosh t

	[ Kontrolle ob Hyperbel : (x/a)² - (y/b)² = cosh²t - sinh²t = 1

�(5)	Parabel :

			x = t²/2p		oder 	x = t

			y = t				y =  2 pt      <- nur ein Arm



(6)	Schraubenlinie mit “Ganghöhe” h	in IR³
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			S :	x = R cos t

				y = R sin t

				z = (h / 2  ) t











Ableitung, Tangente, Normale für Parameterdarstellung



Seien x(t) und y(t) stetig differenzierbar. Wir setzen x°(t) = dx(t) / dt

Sei C : x = x(t)	Sei P = ( x(t), y(t) ) ein Punkt in C. Es gilt :

	y = y(t)



a)	Tangente von C in P :		x = x(t) +   x°(t)

					y = y(t) +   y°(t)

b)	Normale von C durch P :	x = x(t) - µ x°(t)

					y = y(t) + µ y°(t)



Satz :	Die Kurve y = f(x) besitze die Parameterdarstellung

		x = x(t)

		y = y(t)

	Sei x(t)   0. Dann gilt f´(x) = y°(t) / x°(t)



Bew.:	Es gilt :	f( x(t) ) = y(t)

	Kettenregel :	df / dx * dx / dt = dy / dt

	=> f´(x) x° = y° => f´(x) = y° / x°

	




























