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1. ORGANISATORISCHES

1.1. Hausiibungen. Es gibt wieder freiwillige Hausiibungen - wer sie beherrscht, hat eine sehr hohe Wahr-
scheinlichkeit, den Schein zu bekommen. Die Anmeldung zu diesen Hausiibungen muss erfolgen iiber das
System fiir Klausuren (nur noch bis néichsten Mo offen, keine Anmeldungen danach méglich!; steht unter
Ubungen im Internet). Am Mo 2001-10-08 werden die Gruppeneinteilungen fiir die Hausiibungen ausgehéngt.
Wer die Gruppe wechselt, bekommt 0 Punkte. Wer zu den Ubungen nicht kommen kann, sollte sich Mitschriften
besorgen.

Die Ubungen miissen mit der eigenen Handschrift handgeschrieben eingereicht werden, nicht in Sichthiillen oder
Ordnern. Die Gruppeneinteilung der Hausiibungen sagt nur etwas dariiber, wer die Ubungen nachschaut; der
Stoff ist fiir alle gleich, die Bearbeitung ist selbstdndig. Abgabe ist jeweils 14:00 Uhr, wie allgemein angegeben.

1.2. Klausur. Es wird alternativ eine Klausur vor, eine nach den Ferien angeboten. Wer in der ersten durch-
fallt, kann die zweite auch mitschreiben; féllt er dort auch durch, zdhlt das allerdings als zweimal durchgefallen.
Hilfsmittel in den Klausuren: alle Unterlagen und Biicher, ein beliebiger, auch ein programmierbarer, Taschen-
rechner, jedoch kein Notebook. Die Aufgaben sind jedoch so gestellt, dass programmierbare Taschenrechner
nicht viel helfen.

Die Klausur enthélt hauptséichlich reproduktive Aufgaben, keine oder nur sehr wenige » Denkaufgaben«. Den
Schein kann man also im Normalfall erhalten, wenn man nur die reproduktiven Aufgaben (nach Stil der
Ubungen, ohne scharfsinige Uberlegungen) beherrscht. Ubungsmethode: alte Klausuren und Ubungen durch-
rechnen, um Routine zu entwickeln, die wichtig ist, um die Klausur in der gegebenen Zeit zu bewéltigen. Die
Mathe2-Klausur ist gut bestehbar, wenn man aus den verfiigbaren alten Klausuren lernt.

Die letzte in der Fachschaft verfiigbare Klausur ist dhnlich zur kommenden Klausur im Wintersemester 2001
/ 2002.

Welche Fragestellungen werden sehr héufig gestellt? Bei Prof. Eichner nur alte Klausren zu l6sen ist sehr
sinnvoll, denn die Art der Aufgaben ist mit alten Klausuren identisch (es &ndern sich nur Werte usw.).

Newton-Iterationsverfahren
Substitution bei unbestimmtem Integral
Flacheninhalt zwischen Kurven integrieren
Integrieren durch Partialbruchzerlegung
uneigentliches Integral
Simpsonverfahren mit Tabellenschema aus der Ubung
Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation um die y-Achse
Bogenlénge einer Kurve
Kegelschnitttypen
Hauptformen der Kegelschnittsgleichungen: Mitteplunkt, Hauptachsenlédnge, Scheitelpunkt, Parameter
als rationale Zahl
Bogenlénge einer Funktion in Parameterdarstellung
Radius des Kriimmungskreises
Extremwerte von Funktionen mit zwei unabhéngigen Variablen
Bereichsintegrale
Anfangswertproblem
allgemeine Losung einer homogenen Differentialgleichung
partikulére Losung einer Differentialgleichung
Relation, Transitivitit und Aquivalenzen
— Polynomdivision mit modulo 2
— Transitivitdt der Relation
— Zahlenringe

1.3. Allgemeines.

e Es ist immer sinnvoll, Verfahren statt Formeln zu lernen: quadratische Ergédnzung statt pg-Formel,;
weil so universellere Anwendung moglich ist.
e Gemischte Zahlen sollen vermieden werden.
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2. INTEGRATIONSMETHODEN

2.1. Partielle Integration (auch Produktregel). Wiederholung von Mathemathik 1, deshalb ohne Her-

leitung:
/uv’zuv—/u’v

Dies ist die Umkehrung der Produktregel zum Ableiten:

(w)' = w' +u'v
@/(uv)/ = /uv’+/u'v
& uv — /u'v = /uv’

Example. (unter Faktorenvertauschung):

/m-lnxdw = /lnx-xdm

Example 1. Partielle Integration

x? 1 z?
= 1 L —.2 d
nzxr 2 /x 3 T
x? x?
= lnz-——24+C
nx 5 4+

Nicht vergessen, die Integrationskonstante hinzuzufiigen!

2.2. Substitution (auch Kettenregel). Es ist die Umkehrung der Kettenregel als Differentiationsregel.

[ow i@ ar= [gw) du,_,,

Aussprache des rechten Teils: »Integral iiber g von u nach du fir u = u(x)« (d.h. es ist Riickersetzung notig).
Example 2. Integration durch Substitution

Example.

(1) /(3+x5) at d:v:%/(3+sc5) 5a* du

Da jetzt die Form [ g (u) -« (z) dz vorliegt, kann die Substitutionsformel angewandt werden:

1 1

11,
- 5-§u|u:3+~7¢5
5\ 2 5\ 2
= é%_kczw_kc

Formale Vorgehensweise bei der Substitution:

) Sei [g(u(x)) v (z) do
) Setze u = u (x)
) 3_7; = o’ (z) woraus wird du = v’ (z) dz

1
2
3 d

4) Dann ersetze u (x) durch v und v’ (z) dz durch du ersetzen.

A~ N

Example 3. Integration durch Substitution
Example.

5 3 4 1 5 3y 4
(2) /(w +7)acdx:g/(x +7)" ba’ da
Mit v = 25 + 7; % = 524 wird du = 52* dx. Damit wird in 2 substituiert:

1 4

1u? U
— 3 —_ e
5/ du 54+C 20+C
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Am Schluss erfolgt die Riicksubstituion:
(2 +7)"
=—""+4+C
20 +
Die formale Vorgehensweise sollte immer angewandt werden, wenn die Anwendbarkeit der Substitutionsregel
nicht offensichtlich ist: Substitution ist manchmal auch sinnvoll, wenn Integrale nicht in der Form [ g (u (z)) -
u' (z) dx vorliegen! Beispiel dazu:

Example 4. Substitution, wenn Integrale nicht als [ g (u(z)) -« (x) da vorliegen

Example.
(3) / xvx + 1dx
Mit u = = + 1, also % = 1, du = dz erfolgt die Substitution in 3 durch z = v — 1, um die Wurzel als eine

Variable az darstellen zu kénnen und einfach integrieren zu kénnen:

/x\/mdm - /(u—l)\/ﬂdu

- /(u—l)-u%du
/(ugf ut) du

2 2

Nach Durchfithrung der Riicksubstitution ergibt sich aus Gleichung 4:
2 5 2
/x\/x+1dx: S(z+1)g ,§($+1)

So fiihrte die Substitution auf eine einfachere Form!

i

+C

Example 5. Substitution, wenn Integrale nicht als [ g (u(z)) -« (x) da vorliegen

1
[ w
e+ p

1
/ 2+1da?—arctanx—|—0
T

Wie kann das gegebene Integral auf diese Form gebracht werden? Durch:

1 1 1
[ [
Te+p p ‘%—i—l

Substitution: u = “=; &% = 5 du = de-

Example.

fiir p > 0. Bekannt ist:

S

f/ H\f

p
Jetzt erfolgt die Substitution, mit der ein bekannter Ausdruck entsteht:

1
— (arctanu + C)

— —d =
/P / w1 b
Ricksubstitution:

1 <a cta < +C’) L arcta x +C
— [ arctan — = — arctan —
VP VP VP VP

C ist eine unbestimmte Integrationskonstante, &ndert sich also durch Ausmultiplikation nicht!

Example 6. Substitition, wenn Integrale nicht als [ ¢ (u (z)) - v’ (z) dz vorliegen

/;d:ﬂ
2 +bx+c

Es wird immer versucht, durch Substitution (etwas spielerisch) eine nicht sofort zu integrierende Formel in
irgendetwas geeignetes Bekanntes umzuwandeln. Bekannt ist z.B.:

Example.

1
/ 2+1dm=arctanm—l—€
T
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Quadratische Ergénzung der Ausgangsformel:
22 +bxr +c=2% 4 b+ b 2— b 2—|—c— x—l—é 2— b 2—|—c
B 2 2 B 2 2
Man definiert: p := — (%)2 + ¢. Also wird:

By R S—
(x—i—%) +p

Substitution: u = x + g; g—g = 1; also wird du = dz. Nach Substitution ist:
1
= / o
us+p

1 U
= — -arctan — + C
p

Nach Beispiel 4 wird:

Und nun die Riicksubstitution:

Dies gilt nur fiir ¢ — % >0

2.3. Zweite Substitutionsformel. Gelegentlich ist es sinnvoll, die Funktionsvariable x durch eine neue Funk-
tion zu ersetzen, um etwas Integrierbares zu erhalten. Das Vorgehen ist nicht systematisch, sondern aus Er-
fahrung zu lernen. Beispiel:

Example 7. Integration durch Substitution mit einer Funktion
Example.
[V
Der sog. »trigonometrische Pythagoras« ist bekannt:
sin? a + cos?a =1

Hier gilt:

sin®u + cos?u =1

cos?u =1 —sin’u
Setze x = sin u, daraus folgt g—i = cosu, dr = cos u-du. Nun erfolgt die Substitution von x und dx und danach
Integration unter Verwendung von [ cos? u du = % (cosu -sinu +u) + C:

:/\/coszu-cosudu = /coszudu
= (cosu-sinu +u) +C

(\/1fsin2u~sinu+u) +C

N = N =

Riicksubstitution:

1
:—(\/1—x2-x+arcsinx)+0

2

1Herleitung davon iiber die Produktregel zum Integrieren:

/cosQudu = /cosu~cosudu

= cosu~sinu+/sin2udu

2 2

Mit dem trigonometrischen Pythagoras sin? z = 1 — cos? z und Aquivalenzumformungen in Gleichungen wird:

/cos2udu = cosu-sinu+/(17cos2u) du
é/cosQudu = cosu-sinu+u—/cos2:vdu H—/cosQ:cdu
2 : 1
<2 [ cos“udu = cosu-sinu+u \5

' 1
:>/cos2udu = 5(cosu-sinu+u)+C
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Formale Vorgehensweise bei der zweiten Substitutionsregel:

(1) Sei = g (u) nach u differenzierbar und nach u auflésbar.
(2) Dann ist

u=g~1(x)

[t do= [ iatw) g @) du

Dies ist genau die erste Substitutionsregel riickwérts gelesen. Eventuell ist ndmlich der Ausdruck auf
der rechten Seite einfacher integrierbar; dies zeigt sich nur durch Ausprobieren.

2.4. Substitution bei bestimmten Integralen. Das bestimmte Integral ist eine Zahl, das unbestimmte
Integral eine Menge von Funktionen. Ein bestimmtes Integral hat Integrationsgrenzen. Zur Berechnung eines
bestimmten Integrals ben6tigt man ggf. die Integration des unbestimmten Integrals durch Substitution. Durch
geschickte Berechnung kann man ggf. auf die Riicksubstitution verzichten, ndmlich: weniger Rechenarbeit
durch Substitution der Integrationsgrenzen.

Example 8. Substitution der Integrationsgrenzen, vgl. Beispiel 4.

Example.
3
/m\/x +1ldx =
-1

Jetzt mitu=2+1 2 =u—1, 3—;‘ = 1; du = dx substituieren. Gleichzeitig werden die Integrationsgrenzen
durch den Funktionswert u(x) fiir die Integrationsgrenzen ersetzt: u(—1) = 0, u(3) = 4. Also:

j(u—l)u‘ du:/4(u

Ziel bei der Substitution ist es, {iberall x und dx zu entfernen.

MY

3
2

=
ot

]4 112
U = —

. 15

2 2
‘ —u%> du = [gu 3

Example 9. Substitution der Integrationsgrenzen.

Example. Bei folgendem Beispiel geht es um die Berechnung der Flidche desjenigen Viertels des Einheitskrei-
ses, das im 1. Quadranten liegt.

1
/ V1—22dx =
0

Substitution mit x = sinu, g—i = cosu, dxr = cosu - du. u = arcsin x.

Dabei Substitution der Integrationsgrenzen durch:

w(0) =0

u(l) =3

Also:

u(

3
(sinw - cosu + u)

0

u(1) bl
= V1—sin?u-cosudu = / cos® u du
0) 0
1
2
T
4
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2.5. Integration durch Partialbruchzerlegung. Es geht um die Integration von gebrochen rationalen
Funktionen, z.B.
Z (x)
d
et

mit Z (x) Zéhlerpolynom, N (x) Nennerpolynom.

Ist der Grad von Z (z) grofer oder gleich N (x), so muss zuerst eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.
Dadurch wird: 7@ 72 ()

N POt N
Dabei ist der Grad von Zj (z) echt kleiner als der von N (x). p(x) ist ein normales Polynom, das einfach
integriert werden kann; das gebrochen rationale Polynom wurde also zerlegt in ein ganzrationales Polynom
und einen gebrochenrationalen Rest. Beispiel fiir Polynomdivision (ohne Zwischenschritte), bei dem ein Rest
bleibt, in dem der Anteil im Z&hler einen Grad hat, der echt kleiner ist als der im Nenner:

r+3

x2+x—2

(Jc3+x2—x+3) : (502+x—2):x—|—

Nun versucht man, den Restbruch [ ?VIT(;)) auf Summen von sechs Grundtypen umzuformen, die leicht zu

integrieren sind:

a-1: [ - dz =In|z — a|+ C. Hier steht im Zéhler die Ableitung des Nenners, diese Integration ist also
durch die erste Substitutionsformel einfach mdglich.

a-2: [ —2 dx:M+C’mitn>1

(x—a)™ —n+1
b-1: f mff;;z_c dr =In |$2 + bx + c}JrC’. Hier steht im Z#hler die Ableitung des Nenners, diese Integration

ist also durch die erste Substitutionsformel einfach moglich.

- 22 +bz+c et .
b-2: f%dm=%+0mltn>l

—n+1

b
c1: | mda: = ﬁ -arctan (\/xcti_z> + C fiir ¢ — % > 0, wodurch das Polynom 2 + bz + ¢ nur
4

=T
komplexe Nullstellen hat. Diese Integration wurde in den Substitutionsregeln bewiesen.

—n+i
c-2: [ m dr = (c — %) : - m dt. Die Integration des Integrals auf der rechten Seite ist

b
a:+22
)

c— b2

wurde. Dieser sechste Fall kommt in dieser Vorlesung jedoch nicht vér.

nach der Produktregel (mit » Rekursionsformel«) moglich. Mit ¢ = weil Substitution durchgefiihrt

Allgemeine Vorgehensweise zur Integration gebrochen rationaler Funktionen:

(1) Nullstellen des Nennerpolynoms N (x) berechnen und N (z) in lineare und unzerlegbare quadratische
Faktoren zerlegen. Nach dem Hauptsatz der Algebra ist ja jedes Polynom im Bereich der Komplexen
Zahlen vollsténdig in Linearfaktoen zerlegbar, im Bereich R kommen ggf. noch quadratische nicht in
R zerlegbare Faktoren vor. Also wird

N@=...@—a) ... @+pr+q) ...
(2) Partialbruch-Ansatz:
_ 2@ L I S
(z—a)’ ... (2+prt+q) ... (z—a)  (z—a) (r—a)
Bixz + C4 Box + Cs Bix + C
2 +pr+q  (2+pr+q)° (224 pr+q)

Das Zahlerpolynom Z (x) wurde dabei in unbekannte Koeffizienten und lineare Gleichungen mit Ko-
effizienten im Nenner aufgeteilt, die im néchsten Teilschritt berechnet werden:

(3) Jetzt wird die gesamte Gleichung mit dem Hauptnenner N (x) in seiner in Linearfaktoren zerlegten
Form multipliziert; dadurch fillt der Nenner auf der linken Seite weg, auf der rechten Seite kiirzen sich
Teile weg. Nun kénnen die Koeffizienten A1, As usw. ausgerechnet werden.

(4) Integration der Partialbruchzerlegung. Die Partialbriiche entstehen aus dem Partialbruchansatz nach
Einsetzen der berechneten Koeffizienten.

Example 10. Integration durch Partialbruchzerlegung

Example.
r+3  Z(x)
r24+zx—-2 N(v)




VORLESUNGSMODUL MATHEMATIK 2 - VORLMOD MATHE2 - 9

(1) Schritt: Nullstellen des Nennerpolynoms. Gibt es Nullstellen des Nenners N (z)? Ja, nach der pg-Formel
ist z1 = —2, xo = 1. Erst wenn diese Nullstellen berechnet wurden, kann N(z) in die Linarfaktoren
zerlegt werden: N(z) = (z +2) (z — 1).

(2) Partialbruchansatz.

z+3 A B

@+ (@1 @+2) z-1
Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner N (z) = (z + 2) (x — 1):

z+3=A-(z—-1)+B-(z+2)

(3) Berechnung der Koeffizienten A, B: dazu werden die Nullstellen von N (z) in die letzte Gleichung
eingesetzt.
Firz=-2wird: 1=A4-(-3)+ B-0, also A = —
Fiir 2 =1 wird: 4= A-0+ B -3, also B = 3.
(4) Integration der Partialbruchzerlegung: Dazu werden im Partialbruchansatz die Koeffizienten durch die
ausgerechneten Werte ersetzt:

[ = [aie

_1 4
= 3_d / 3_d
/a:+2 v z—1 v

1 4
= f§1n|:c+2|+§ln\x71|+c

1
3

Diese Partialbruchzerlegung ist also zurilickzufiithren auf die Integration eines Bruches vom Typ a-1
(siehe 2.5).

Example 11. Integration durch Partialbruchzerlegung

Example.
2 +2 Z (x)

(x—1° N()

(1) Nullstellen von N (x) und Linearfaktorenzerlegung: siehe Aufgabenstellung

(2) Partialbruchansatz
IE2+2 o A1 A2 A3

= + +
(@-1° -1 (@-1° (z-1)°
Multiplikation mit dem Hauptnenner N (z):

B +2=A (-1 4+ Ay (z—1)+ As

(3) Bestimmung der Koeffizienten A; bis As.
Man setzt die dreifache Nullstelle z = 1 ein: 3 = Ag. Es existiert nur eine unterschiedliche Nullstelle,
aber noch zwei Unbekannte. Man muss also weitere (moglichst giinstige, aber eigentlich beliebige)
Werte wihlen, um sie in die letzte Gleichung einzusetzen, ndmlich entsprechend der Anzahl der Un-
bekannten. Also:
Firz=0:2=A4; — Ay + 3 und
Firz=2:6= A4+ Ay +3.
Die Losungen dieses LGS sind A1 =1 und Ay = 2.

(4) Integration der Partialbruchzerlegung:

[ = [
_ /wl_l)dﬁ/(x?lydﬁfwdx

(z—1)"7+C

= Inlz—1|-2-(x—1)"" -

N W

Example 12. Integration durch Partialbruchzerlegung

Example.
r+1  Z(x)
3+22-2 N(2)




10 MATTHIAS ANSORG

(1) Nullstellen des Nennerpolynoms N (x): Probieren liefert 1 = 1. Nun erfolgt Polynomdivision (hier
ohne Zwischenschritte):

(2 +2*—2): (z—1)=2"+22+2

Die Polynomdivision ist aufgegangen, eben weil z; = 1 eine Nullstelle war. Die weiteren Nullstellen
sind nach der pg-Formel komplex:

l'2|3:—1:l:\/1—2
Damit wird die Zerlegung des Nennerpolynoms in lineare und quadratische Faktoren:
N (z)=(z—1) (2* + 22 +2)

(2) Partialbruchansatz
x+1 A Bx+C

@-)(@2 12042 71 2242242

Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner N (z) wird:
z+1=A(2*+22+2)+ (Bz+C)(z—1)

(3) Berechnung der Koeffizienten: Wie gewohnlich werden zuerst die Nullstellen eingesetzt:fiir z = 1 wird
2=A-5 A= % Nun miissen noch so viele weitere Werte eingesetzt werden, wie noch Unbekannte
vorhanden sind: (eine weitere Moglichkeit der Berechnung wire der sog. Koeffizientenvergleich) Fiir
einfaches Rechnen bietet sich immer z =0 an: 1 = A-2+C-(—1) & C = —1. Und weiter fiir z = —1:
0=A+(-B+C)(-2)=0=2+2B+2 & B=—-2

(4) Integration der Partialbruchzerlegung

[ = [ormma

2 _2, 1
— 5 d 5 5 d
/x—l T 22+ 22+ 2 o

Infe — 1] + g ()

I
I

2,1
Um g (z) = f % dx zu berechnen, muss dieser Bruch auf einen der oben aufgelisteten Grundtypen

gebracht werden; er ist dem Grundtyp b-1 ([ 22— dz =In |x2 + bx + c‘ + C) dhnlich. Also:

z24+bx+c
()_ 1/2$+1+1—1
I ="y 22 4 22 + 2

Durch Addition und anschlieffende Subtraktion von 1 soll erreicht werden, dass die Form b-1 erreicht

wird:
1 2z + 2 1
S N P [ S—
9(2) 5(/3:24—2334—2 * /x2+23:+2 x)

Nun erfolgt Integration, wobei der zweite Summand dem Grundtyp c-1 entspricht:
1
= (In |2® + 22 + 2| — arctan (z 4+ 1)) + C
Nach Einsetzen dieses Integrals fiir g (x) ergibt sich:
2 1., 1
gln|x—1| — gln’a: + 2z 42|+ 5arctan(:c+1)—|—0
Example 13. Integration durch Partialbruchzerlegung

Example.
2+ 2z —1 Z (z)

(z—1)(x+1)° (22 +22+2) N(2)

(1) Nullstellen von N (z): nicht notwendig, da bereits vollstéindig zerlegt in lineare und quadratische Fak-
toren und der quadatische Faktor nach vorigem Beispiel nur komplexe Nullstellen hat.
(2) Partialbruchansatz

22 +2x—1 A B C Dx+ FE
= + + 5+ —
N (z) r—1 x+1 (z+1) 2+ 22 + 2
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Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner:

(1‘2—|—2x—1) A(x+1) (x —|—2x—|—2)
B(z—1)(z+1)(2* + 22 +2)
Cx-1) (x +2x+2)

(Dz + E) (z — 1) (x 4+ 1)°

(3) Berechnung der Koeffizienten. Zuerst setzt man (wie gewdhlich) die beiden Nullstellen ein, weil so
der Rechenaufwand gering ist, danach noch drei weitere Werte zusammen mit den schon berechneten
Koeffizienten, weil insgesamt 5 Unbekannte vorhanden sind:

r=1:2=A4-4-5=A=%
r=-1: 2=C-(-2)=C=
z =0: % =-2B-F

x

+ o+ o+

= —2:
1
1 = 52+ B(3)(-1) 24 1(=3) -2+ (-20+ E)(-3)
24
T = 6B+6D-3E

r=2: —12=30B+ 18D +9F
Als Rest bleibt nun ein lineares 3/3-Gleichungssystem:

i = -2B —-F
2 = 6B +6D -3E
—-12 = 30B +18D +9E
Aufgel6st nach dem Gaufs-Algorithmus ergibt sich:

1

2, = B 5

-3 =

-2 = E

(4) Integration

Z (x) / 10 / 3 / 1 / —3p—2
der = d d d
N () v -1 +1 T (x+1)2+ 22z t+2

1 _
= ln|x—1|—|— glnfe+1] - (2 + +1)  +g@)+C

10
Dabei ist das Integral g (z), wenn wir es auf den Grundtyp b-1 umformen:
3,9
— 5 5 d
9(@) /x2+2x+2 v

3 1/ 20+2+4
2 4+ 22 + 2

3 2z + 2 4
A e g
10(/x2+2x—|—2 x+/x2+2m+2 ;v)

= —% (In|2® + 22 + 2| + 4arctan (z + 1)) + C

Und nach Einsetzen des Ergebnisses g (z):

1 1 -
N (@) :Eln|x—1|+§ln\x+1|—(x+l) 1—1—30(1n|;1:2—|—2x+2|+4arctan(x+1))—|—C

Dieses Beispiel reprasentiert die hochste Komplexitit bei der Integration, die in der Vorlesung Mathe-
matik 2 vorkommt.

3. UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Hier wird der Integrationsbegriff auf unbeschriankte Integrale (in unendlichen Grenzen) und Integranden (die
unendliche Werte annehmen) erweitert?.

Example 14. Integration eines uneigentlichen Integrals

2Dieses Thema kommt aller Wahrscheinlichkeit nach in der Klausur vor (Insidertipp aus héherem Semester)!
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Example.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 1. uneigentliches Integral mit einseitig unendlicher Grenze

Siehe Abbildung 1. Die Frage bei dieser Funktion, die sich asymptotisch der x-Achse annéhert ist, ob die Fléache
F unter der Kurve f (z) im Intervall [1;00) endlich ist? Wie findet man das heraus?

(1) Wiéhle eine Variable b. b steht fiir einen festen Wert rechts von 1.
(2) Bilde das bestimmte Integral

b
/1f(m) dz = F (1)

(3) Untersuche, ob lim,_,o, F'(b) existiert. Sollte dieser Grenzwert existieren, ist er ja die Mafzahl der
Flache unter der Kurve.

Am Beispiel:

Existiert nun der Grenzwert?

Ja, also ist die Flichenmafzahl fiir dieses Integrals 1cm?, sofern als Einheit beim Zeichnen der Funktion lcm
gewdhlt wurde.

Definition 1. Sei f (x) iliber jedem Integral mit den Grenzen [a;b] mit b € [a;00) integrierbar. Es existiere
limp 00 f; f (x) dz. Dann heift dieser Grenzwert uneigentliches Integral von f (z) iiber [a;00), in Zeichen:

oo b
/ f(x) de = blirn f(x) dx
Analog sind definiert
b b
/ f(z) dz= lim f(x) dzx

a

/O;f(x) dx:agglm/acf(x) d“rblil{}o/cbf(x) da

Dabei kann ¢ beliebig gew#hlt werden, aber man wahlt es natiirlich giinstig, um den Rechenaufwand zu
minimieren.

Example 15. Integration eines uneigentlichen Integrals

0
/ e” dx

Mit der gewadhlten Hilfsvariable a ist das zugehdrige bestimmte Integral:

0
/ exdas:[e‘r}gzl—ea

Und das urspriingliche Integral ist deshalb:

Example.

0
/ efder= lim [1—e%=1
oo a——00

denn lim,_, o €* = 0. Das uneigentliche Integral existiert also und hat den Wert 1.

Example 16. Integration eines uneigentlichen Integrals
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> 1
—— dx
oo 1+ 22

Ist die Fliche unter dieser Kurve in diesen Grenzen endlich? Das Integral mit Hilfsvariablen, um eine Stamm-
funktion zu berechnen:

Example.

b
1
/a o2 dx = [arctan x]z

Als Hilfswert wahlt man ¢ = 0, denn arctan (0) = 0. Also:

< 1 ¢ 1 <1
——dz = ——d ——dr =
/,oox2+1 v /,001+x2 z+/c 1422

= lim [arctanz]’ 4 lim [arctan ]’
a——00 b—o0

= lim [0— arctana] + blim [arctan b — 0]
— 00

7T+7T
= —_ — =T
2 2

Definition 2. Integrale iiber Funktionen mit unbeschranktem Integranden

Definition. Sei f(z) fiir x = x¢ unbeschréankt. D.h. lim, ., f () = oco. Dies ist zum Beispiel der Fall an
Polstellen oder an Polstellen, deren einer Ast gegen oo, der andere gegen —oo geht.

Sei g < a < b. Es existiere der Grenzwert

b
lim f(x) dx

a—xo a

Dann heifst dieser Grenzwert uneigentliches Integral von f (x) tiber [z¢;b], in Zeichen

/bf(x) dz ;= lim bf(x) dx

a—xzo J,

Analog ist fiir a < b < z,:

xo b
/ f(z) de = blim f(z) dx

— X0 a
Example 17. Integration eines Integrals mit unbeschrinktem Integranden
Example.
0
1
—dx
[

Dieses Integral ist deshalb ein uneigentliches Integral, weil die Integrationsgrenze O nicht eingesetzt werden
kann. Die Frage nach der Flache unter der Kurve ist nur sinnvoll, wenn die Funktion ansonsten zwischen diesen

Grenzen vollstindig definiert ist. Dies ist der Fall, vergleiche die grafische Veranschaulichung. Diese Funktion
hat bei xy = 0 eine Unendlichkeitsstelle. Nun wéhle man eine Zahl a < x¢ und integriere:

0
3 3 3
/”3 de = limy [5 - 5} =3

Dieses uneigentliche Integral existiert also und hat den Wert f%, denn das Integral liegt ja unterhalb der
x-Achse.

Example 18. Integration eines Integrals mit unbeschrianktem Integranden

Example.
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Auch diese Frage ist sinnvoll, denn 3 als Integrationsgrenze kann nicht eingesetzt werden.

/ dx [In |z — 3],
2

-3
= In|b—3|—1In|2 -3
= In|b—3|—In|-1]
— ln|b— 3| —In(0)
= In|b— 3]

Und jetzt muss der Grenzwert dieses Integrals berechnet werden:

b

lim

dx =1limIn|b—3| = —o0
b—3 Jo z—3 b—3

Das uneigentliche Integral f23 %_3 dx existiert also nicht. Es ist zwar dhnlich zu vorigem Beispiel, aber die
Funktion verlduft nicht steil genug.
Example 19. Anwendung: Die Anziehungskraft auf einen Massepunkt m im Erdfeld

Example.

F:: Kraft; [F] = 1N

~:: Gravitationskonstante; v = 6,67 - 10_11%;; auch oft mit f bezeichnet.
mpg:: Masse der Erde.

m:: Masse des Massenpuktes

ri: r =1y —ro mit Abstand der Massemittelpunkte 1 und Erdradius rg.

Arbeit als Integral im Diagramm F/r (Kraft gegen Weg), um m von rg (der Erdoberfliche) nach ry zu bringen:

n . 1 1
ro r To 1

Die Arbeit A, damit m die Erdanziehung verldsst, d.h. um einen Massepunkt ins Unendliche zu beférdern,
ist damit:

® mg-m 1
ADO:/ f}/. E2 dx:ry.mE.m.i
0 T To

Wie groff muss die Startgeschwindigkeit einer Rakete sein, damit sie die Erdanziehung verldsst? Die kinetische

Energie muss gleich A sein:

1 mmeg

2 To
also

und als Zahlenwert ist vg = 11, 2]%”.

4. NUMERISCHE INTEGRATION

Auch »numerische Quadratur« genannt. Funktionen in Anwendungsfillen lassen sich im Normalfall nicht
symbolisch integrieren, also muss man numerische Methoden anwenden.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 2. Numerische Integration durch Approximation mit Rechtecken

4.1. Rechteckssumme. Dies ist die einfachste Moglichkeit - vergleiche dazu Abbildung 2. Sie wurde zur
Definition des Integrals genutzt. Es ist die Approximation des bestimmten Integrals durch eine Summe von
Rechtecksflichen. Man teilt das Integral f: f(z) dz in lauter Rechtecke der Breite b_Ta = Az. Wihle nun
eine Zahl &; beliebig aus &; € [z;;x;41] als angendherte () Hohe eines Rechtecks, fiir jedes Rechteck einzeln.
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Den Ausgleich iiberlésst man dem Zufall, es bleibt eine Naherungslosung. Man kann auch den Mittelwert aus

Unter- und Obersumme bilden usw. Die Fliche eines Rechtecks wird dann: f (&;) - Az. Die Niherung fiir das
ganze Integral ergibt sich dann zu:
/ fla f (&) A

Fiir §; = x; (frei so gewdhlt) ergibt sich als Formel:

b n—1
[t deny ) a0
a 1=0

Fir Az — 0 konvergiert die Approximation des Integrals gegen das Integral.

Abbildung noch nicht von Zeichnung lbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 3. Numerische Integration durch Approximation mit Trapezflichen

4.2. Trapezregel. Dies ist die Approximation des Integrals durch eine Summe von Trapezflichen, d.h. mit
Hilfe von vielen Sekanten. Die Fléche eines Trapezes (siche Abbildung 3) ist:

() + f (i)
2
m heifit dabei Mittellinie des Trapezes Die Approximationsformel ist:

T - ZA +ﬂ<zjw>+2w>A

=0

Ar = Az -m = Az

_ f( ) f (an)

Diese Approximation iiber Kantenziige ist weit besser als die iber Treppenfunktionen (die Rechtecksumme),
obwohl die Formeln sich nicht wesentlich unterscheiden. Die logische Fortfiihrung ist also die Approximation
iiber Kurven, hier {iber eine Normalparabel durch drei Punkte, die sog. Simpson-Formel.

4.3. Simpsonverfahren®. Approximation des bestimmten Integrals durch eine Summe von Parabelflichen,
wie in Abbildung 4.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Utbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 4. Numerische Integration durch Approximation mit Parabelflachen

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 5. Festlegung einer Parabel durch drei Punkte

Vorbereitung: Eine quadratische Parabel ist durch drei Punkte eindeutig bestimmt: siche Abbildung 5. Die
z-Werte der drei Punkte sollen den gleichen Abstand voneinander haben. Da wir nur die Fliche unter dem
gegebenen Parabelstiick berechnen wollen, verschieben wir das Flachenstiick so, dass ¢ = 0, also dass der
mittlere Punkt genau auf der y-Achse liegt (vergleiche Abbildung 6). Aus den drei Punkten (—h;y_4), (0;y0),

3Kommt mit guter Wahrscheinlichkeit in der Klausur vor!
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(+h;y,n) auf der Parabel ergibt sich durch Einsetzen in die allgemeine Parabelgleichung y = ag + a1 + asz?
ein 3 | 3-LGS zur Berechnung der drei Koeffizienten ag, a1, as:

Y+n = ap+arh+ ash?
Yo = Qo
(5) Yy_r = aog—aih+ azh?

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 6. Giinstige Verschiebung eines Parabelstiicks

Die Gleichung der Parabel ist jedoch uninteressant, also auch ag, a1, as. Interessant fiir uns ist die Flache unter
der Parabel im Bereich [—h; +h].

Definition 3. Keplersche Fassregel

Definition. Fiir die Nidherungsparabel p (x) = ag + a1 + agz? gilt

h
() | @ do =5 ron+ o+ i)

Diese Gleichung wird Keplersche Fassregel genannt, manchmal auch schon Simpsonformel.

Beweis von Definition 3:

e Einerseits gilt fiir die Fliche iiber [—h, h], als Auflésung der linken Seite der Keplerschen Fassregel:

h 22 231"
/ p(z) de = {a0x+a1— +as—
Y 2 3],
h3
= 2a0h+a2?

e Andererseits gilt fiir die Fliche tiber [—h, h], als Auflésung der rechten Seite der Keplerschen Fassregel
unter Verwendung des Gleichungssystems 5:

h h
g (y,h + 4y0 + y+h) = g (ao — CL1h + a2h2 + 4&0 + ao + alh + aghz)

= g (6ag + 2azh®)

h3
= 2a0h + 20,2?

Da nun beide Seiten der Gleichung nach ihrer Auflésung identisch sind, ist die Gleichung 6 bewiesen. Dies gilt
flir beliebige drei Punkte, nicht nur fiir die betrachtete spezielle Figur, da ja Verschiebungen der Figur nach
rechts und links fiir die Fliche keine Auswirkungen haben und deshalb auch nur die y-Werte in der Keplerschen
Fassregel auftauchen: fiir die Gleichung 6 spielt die spezielle Wahl des Koordinatensystems keine Rolle, man
benotigt nur drei Funktionswerte. Dafiir werden neue Bezeichnungen festgelegt: y_j, wird f (xg — h), yo wird
[ (%0), y4n wird f (zo + h).

Anwendung der Keplerschen Fassregel: (siehe Abbildung 7)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 7. Anwendung der Keplerschen Fassregel zur numerischen Integration

(1) Teile [a,b] in n gleich grofe Teilintervalle, wobei n gerade sein muss (!).
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(2) Nun wird sukzessive das Flachenstiick unter je drei benachbarten Punkten mit der Keplerschen Fassre-
gel integriert. Dazu wird fiir je drei benachbarte Punkte f (z) durch eine Parabel approximiert. Also:

/abf(x) da::/xj2f(m) dm+/gcj4f(a?) dx+...+/;n2f(sc) dx

ist die Zerlegung des Integrals. Nun wird approximiert.

b
h h
[ r@de = Gl am o]+ g ek v £

= g[yo4-4y1+—2y24-4y34-2y44-4y54-2y6-F---+—4yn71-Fyn]
Dies ist die sog. Simpsonformel. Es gilt hier: h = Az = b*T“ und n gerade. Die Simpsonformel konver-
giert schneller (fiir groferes n, gegen den Wert des Integrals) als die Trapezformel und jede Rechtecks-
summe. D.h.: Bei gleicher Punktanzahl n 4 1 liefert die Simpsonformel das genaueste Ergebnis. Die
Simpsonformel liefert genaue, nicht gendherte Ergebnisse fiir Polynome bis zum Grad 3. Die Trapez-
regel liefert genaue Ergebnisse nur fiir Polynome ersten Grades, d.i. fiir Geraden.

5. ITERATIONSVERFAHREN ZUR NULLSTELLENBESTIMMUNG

Diese Verfahren sind anwendbar, wenn eine Funktion stetig ist; sie muss nicht differenzierbar sein!

Abbildung noch nicht von Zeichnung Utbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 8. Nullstellenbestimmung durch Intervallhalbierung (Bisektion)

5.1. Intervallhalbierung (Bisektion). (siche Abbildung 8) Man wéhle zwei z-Werte a, b, fiir die die Funk-
tionswerte f (a), f (b) verschiedene Vorzeichen haben (f (a)- f (b) < 0). Nun bestimmt man die Intervallmitte
T = “T'H’ als Ndherung der Nullstelle. Geniigt diese N#herung nicht, setzt man a = x bzw. b = z, so dass
wieder gilt: f (a) - f (b) < 0 und wiederhole den Schritt. So ergibt sich eine sukzessive Niherung. Formuliert
als Algorithmus:

/* Einlesen von a,b */
cin >> a,b; /* mit f(a)*f(b)<0 */
label:
x=(a+b) /2;
cout << x;
if (hinreichend genau) exit;
if (f(a)*f(x)<0) {

b=x;
goto label;
}
if (£(b)*f(x)<0) {
a=x;
goto label;
}

Dieses Verfahren funktioniert nicht bei f () = x2, d.h. bei doppelten Nullstellen. Die Genauigkeit reicht aus,
wenn zwischen verschiedenen Iterationsstufen nur noch Schwankungen bei bestimmten Nachkommastellen
auftreten oder sich eine Periode entwickelt.

5.2. Regula falsi (Sekantenverfahren). Dieses Verfahren liefert schneller gute Nidherungswerte als das
Verfahren durch Intervallhalbierung. Verfahren:

(1) Wéhle a,b mit f (a) - f(b) <O.

(2) lege Sekante durch Py (a | f (a)) und Py (b f (b)).

(3) Berechne Schnittpunkt  der Sekante mit der z-Achse als Ndherung der Nullstelle.

(4) Wenn die Genauigkeit noch nicht ausreicht: Setze a = = bzw. b = x, so dass wieder f (a) - f (b) < 0,
und wiederhole Schritte 2 und 3.
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Gleichung der Sekante, entwickelt aus zwei Berechnungen der Steigung der Sekante iiber das Steigungsdreieck,

siehe Abbildung 9:
y—f(a) _ f()—f(a)

T —a N b—a
oy = O o

Der y-Wert der Nullstelle z ist 0, also:
f(b) = f(a)

0 = ﬁ(rﬂw)ﬂ”(a)
_ f@)-(b-a)
= F(b)—f(a)

So kann der Naherungswert x der Nullstelle berechnet werden. Als Algorithmus:

/* Einlesen von a,b */
cin >> a,b; /* mit f(a)*f(b)<0 */

label:
x=a-f(a)*x(b-a)/(£(b)-f(a));
cout << x;

if (hinreichend genau) exit;
if (f(a)*f(x)<0) {

b=x;
goto label;
}
if (£(O)*f(x)<0) {
a=x;
goto label;
}

5.3. Newton-Verfahren (Tangenten-Verfahren). Dieses Verfahren ist in Abbildung 10 dargestellt. Von
den drei vorgestellten Verfahren konvergiert es am schnellsten. Aufer bei doppelten Nullstellen (d.h. f (xg) =
1" (zo) = 0, wo das Verfahren so langsam ist wie die Bisektion) und besonderen Situationen, bei denen das
Verfahren nicht endet (sieche Abbildung 11, wo man immer nur zwischen den beiden Nullstellen hin- und
herpendelt). Bei diesem Verfahren muss die Funktion differenzierbar sein. Verfahren:

(1) Wéhle a

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 9. Nullstellenbestimmung durch Regula Falsi (Sekantenverfahren)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 10. Nullstellenbestimmung durch Newton-Verfahren (Tangenten-Verfahren)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 11. Mit dem Newton-Verfahren nicht bestimmbare Nullstellen
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(2) Lege durch (a | f (a)) die Tangente an f (x). Tangentengleichung in Punktsteigungsform:

y;f(aa’) — f’(a)
ey = fa)(@—a)+ f(a)

(3) Berechne Schnittpunkt x der Tangente mit der z-Achse als Ndherung der Nullstelle. Dazu wird die
Tangentengleichung 0 gesetzt, um den Schnittpunkt mit der xz-Achse als Naherungswert der Nullstelle
zu berechnen:

0 = fa)(@—a)+f(a)
_ [f(a)
<> T a f/ (a)

Diese Formel zur Berechnung des Néherungswertes der Nullstelle wird formuliert als sog. Iterations-
funktion des Newtonverfahrens:
f(z)

9@ ==y

(4) Wenn die Genauigkeit nicht ausreicht: Setze ¢ = x und wiederhole Schritt 2 und 3. Das heifit unter
Verwendung der Iterationsfunktion: setze g (z) als z in g (z) ein (Iterieren).

Und der Algorithmus:

cin >> a; // a moeglichst nahe bei der Nullstelle!
label:
x=axf (a)/f’(a);
cout << x;
if (hinreichend genau) exit;
a=x;
goto label;

6. VOLUMEN EINES ROTATIONSKORPERS

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 12. Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation um die z-Achse

6.1. Rotation um die z-Achse. (siche Abbildung 12)

y = f (x) rotiere um die z-Achse. Es entsteht eine Art Becher. Was ist das Volumen? Dazu:

(1) Zerlege den Rotationskérper in Scheiben der Dicke Az = 22,

(2) Das Volumen einer Scheibe ist {iber das Volumen eines Zylinders anndherbar (siehe auch Rechtecks-
summe). In Abbildung 12 werde in jedem Intervall Az eine beliebige Zahl §; gewéhlt, als Naherung
des Radius einer Scheibe. Volumen eines Scheibenelements:

AV =A-h=nr? Az =7f?(&) Az
(3) Als Naherung fiir das Volumen des Drehkorpers ergibt sich:

V &~ zn:wa (&) - Ax
i=1

Fir Az — 0 darf statt dem Summenzeichen ein Integralzeichen gecshrieben werden (Integral als
Grenzwert bei unendlich diinnen Scheiben):

b b
Vm:w/ 2 (x) dx:w/ y? dx

V. meint: es handelt sich um das Volumen einer Kurve bei Rotation um die x-Achse.
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6.2. Rotation um die y-Achse. (siche Abbildung 13)
Die Funktion ist eineindeutig, also 16st man sie auf zu = = g (y).

Analog zur Berechung des Volumens von Drehkérpern um die z-Achse ergibt sich durch Vertauschen von z

und y:
d d
Vy:W/ ) dy:ﬂ/ z? dy

Die Integrationsgrenzen ¢, d sind ¢ = f (a), d = f (b), beschreiben also die Grenzen des Rotationskérpers auf
der y-Achse. Fiir g (y) schreibt man kurz z, so wie man fiir f (z) auch y schreibt.

Example 20. Rotationskérper um die x-Achse

Example. Gegeben sei das Kurvenstiick y = cosz, = € [0; %] Es rotiere um die xz-Achse. Fiir das Volumen
ergibt sich (zur Integration vergleiche Fufinote zu Beispiel 7):

E] x 1 T g2
Vw:ﬂ/ cos?xdr =7 |2 4+ —sinz-cosz| = —
0 2 2 0 4
Hétte man alles in der Einheit 1em gemessen, so wére das Volumen jetzt V,, = 7T;Cm?’ .
Example 21. Volumen einer Kalotte

Example. (siehe Abbildung 14) Die Kreisgleichung hat die Formel y = /2 — 22 oberhalb der z-Achse und
y = —Vr?2 — z2unterhalb der z-Achse. Hier wird nur eine Kalotte der Hohe h betrachtet, d.h. = € [r — h;7r].
Thr Volumen ist gleich dem Volumen bei Rotation eines Kreisabschnittes der Héhe h um die x-Achse:

-
2
Vial, = 7T/ Vr2 —z2 dx
r—h
T

= 77/ e
r—h

Damit ist das Halbkugelvolumen (Vi fiir h = r): Vi = 712 (r — %) =

Und das Vollkugelvolumen (Viq fiir b = 2r): Vi = 47r? (r — 27) = 4503

7. BOGENLANGE EINER KURVE

(siehe Abbildung 15)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 13. Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation um die y-Achse

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 14. Rotationsvolumen einer Kugelkalotte
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Um die Bogenlénge {iber einem Intervall [a, b] zu berechnen, teilt man wieder in kleine Intervalle Az ein und
nahert die Bogenldnge As iiber dem Intervall Az durch den Satz des Pythagoras an:

As ~\/(Az)? + (Ay)?

Vereinbarung;:

Ax:b_a

=Ti — Ti—1
n
Daraus folgt die Definition:
Ay =y (z;) —y (@i-1)

Die oben angegebene Teilbogenléinge betrigt fiir beliebiges As; bei konstantem Ax:

As; =\ (Az)? + (Ag)® = ([1+ <%>2Ax

Also ist die Ndherungsformel fiir die gesamte Bogenlénge:

s~ i 1+ Ay, QA:c
i=1 Az
Fir Az — 0 kann das Summenzeichen als Integral geschrieben werden; der Differenzenquotient unter dem
Wurzelzeichen kann dann als eine Ableitung geschrieben werden; daraus folgt andererseits, dass f (x) stetig

differenzierbar sein muss, damit die Formel angewandt werden kann. Das Integral {iber einer Wurzel kann
selten genau symbolisch bestimmt werden.

s/ab\/lJr(f’(x))?dx

Example 22. Berechnung der Bogenldnge

Example. Gegeben ist die Neil’sche Parabel y = %x% im Intervall z € [0;3]. Die Ableitung ergibt sich zu
y = z2. Die Bogenldnge ist nach der oben angegebenen Formel:

s = /03\/1+<x%)2dx

3
/ V1+zdx
0

3
1 2
/ (1+2)F do = {—(14—90)%
0 3
Example 23. Berechnung der Lange des Halbkreisbogens

Example. (sieche Abbildung 16) Der Radius sei R. Die Formel des Halbkreises oberhalb der z-Achse ist
y = VR? — 22, Die Ableitung ergibt sich zu: vy = \/%. Diese wird in die Formel zur Berechnung der

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 15. Bogenlinge einer Kurve

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 16. Bogenldnge eines Halbkreises
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Bogenlédnge eingesetzt:

R
s = / 1+ (F ()2 de
-R
R 2
/ T
R
/ _ R
R R2—m2

Bei Symmetrie zur y-Achse (Mittelachse des Intervalls) kann oft mit Vorteil ersetzt werden durch die zweifache
Bogenlange tiber dem halben Intervall:

s=2

R
—d
/o VR?2 — 22 *

Integriert wird durch Substitution mit einer Funktion (zweite Substitutionsformel):

substituiere x = Rsint
daraus folgt ‘fl—f = Rcost, dr = Rcost-dt
Um die Riicksubstitution zu sparen, ersetzt man auch sie Integrationsgrenzen entsprechend x =

Rsint & t = arcsin %:

arcsinl =

~
—~
iy
~
|

T
2
t(0) = arcsin0=0

Integration:

R -cost-dt

t(R) R
s = 2 / S
t0) VR2 — R2sin’t

_ 2/2R-dt:R7r
0

Damit ergibt sich der Umfang des Vollkreises zu
U=2rR

8. MANTELFLACHE EINES ROTATIONSKORPERS

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 17. Mantelfliche eines Rotationskorpers

Gesucht ist die von einem Kurvenbogen erzeugte Drehfliche, ohne die Stirnseitenflichen (siehe Abbildung 17).
Dazu zerlege man den Drehkorper in Scheiben der Dicke Ax = b_T“. Die Mantelfliche des Rotationskérpers
wird nun angenéhert iiber die Mantelflichen der einzelnen Scheiben; diese sind:

2
AO ~ 2 f (&) - As; ~ 2nf (&) - 4|1+ (i’i) A

Dabei ist As; gleich der angenédherten Kurvenlidnge im Intervall [z;_1;a;]. Siehe Kapitel 7. Die Mantelfldche
betriagt damit ndherungsweise:

" Ay \°
0] 71';:1]”(5) +<Ax) x
Und genau fiir Az — 0:

727r/f Vi+(f () d

Example 24. Mantelfliche eines Rotationskorpers
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Example. y = :2°, z € [0;1], y = 2?
1
1
/ —23\/1 + 2t do
0 3
1
= —7r/ 23 (1+x4)% dz
3" Jo
4
= —a(V8- 1)
27" (f

Die Integration erfolgte durch Substitution v = 1 + z#, ‘j—; =323 & 323dr = du.

O = 2w
2

Example 25. Die Oberflidche einer Kugel

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 18. Kugeloberfliche als Mantelfliche eines Rotationskorpers

Example. Man drehe einen Halbkreis mit dem Ursprung des Koordinatensystems als Nullpunkt um die 2-
Achse. Der Graph eines Halbkreises oberhalb der z-Achse hat die Gleichung;:

y =R - 12
Das Integrationsintervall ist [—R; R]. Siehe Abbildung 18. Die Ableitung ist:
-z

/_1 2_2_%._ _
y—2(R z?) (2x)——R2_x2

Einsetzen dieser Funktion in das Oberflachenintegral:

R 2
0O = 27r/ VR2—22. 1—|—x—d:£
R2 _ 42
-R
R
R2 — 22 + 42
= QW/_RVRQ_wQ.“4R271’2 dx

R
= 27r/ Rdx
-R

= or[Rz])",
2r (R* + R?)
= 47R?
9. GEOMETRIE UND ANALYSIS
Geschlossene Kurven kénnen durch implizite Formen dargestellt werden, diese lassen sich jedoch nicht in-

tegrieren wie Kurven in der Darstellung y = f (z), durch die wiederum jedoch keine geschlossenen Kurven
darstellbar sind. Ziel ist es hier, eine neue Darstellungsform kennenzulernen.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 19. Die Kegelschnitte

9.1. Kegelschnitte. (siche Abbildung 19)

e Kreise entstehen durch einen Schnitt senkrecht zur Achse des Kegels.
e Ellipsen entstehen durch einen Schnitt, der zur Achse des Kegels einen Winkel zwischen dem halben
Offnungswinkel des Kegels und 90° hat.
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Punkte entstehen durch einen Schnitt, der nur durch den Beriihrpunkt des Doppelkegels geht.
Geraden entstehen durch Schnitt entlang einer Mantellinie oder durch die Achse.

Parabeln entstehe durch einen Schnitt durch einen Kegel parallel zu einer Mantellinie.
Hyperbeln entstehen durch einen Schnitt, der durch beide Kegel geht.

9.2. Kegelschnitte mit Symmetrieachsen parallel zu den Achsen des Koordinatensystems.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 20. Kreis als Kegelschnitt

9.2.1. Kreis. (sieche Abbildung 20) Nach dem Satz des Pythagoras folgt fiir die implizite Darstellung (nicht nach
y aufgeldst, daher eine geschlossene Kurve ober- und unterhalb der z-Achse beschreibend) des Ursprungskreises
(Kreis mit Mittelpunkt M (0 | 0)):

2?42 = R?
Ein Kreis, dessen Mittelpunkt M (zq | yo) ist, wird durch die Hauptform® der Kreisgleichung beschrieben:

(z — 3?0)2 +(y— 90)2 = R?

(siehe Abbildung 21)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 21. Kreis mit beleibigem Mittelpunkt als Kegelschnitt

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 22. Ellipse als Kegelschnitt

9.2.2. Ellipse. Ursprungsellipse (siche Abbildung 22): Die Hauptachsen der Ellipse sind a und b. Wenn a = b,
entsteht als Spezialform der Ellipse der Kreis. Die Brennpunkte F}, F5 sind gleich weit vom Achsenursprung
entfernt; fiir jeden Punkt auf der Ellipse gilt die Definitionsgleichung der Ellipse: Fy P+ F5 P = 2a: Die Summe
der Abstdnde eines Punktes zu den Brennpunkten ist gleich dem groften Halbmesser der Ellipse. Also hat die

Ursprungsellipse die Gleichung:
2 2
Tl
a b2

Hauptform der Ellipsengleichung: (siehe Abbildung 23)

(z — xo)z + (y — yo)2 -1
a? b2 N

Wenn hier @ = b ist, so erkennt man, dass diese Ellipse ein Kreis ist (gleiche Hauptachsenldngen) und bringt

die Gleichung dann auf die entsprechende Form.
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9.2.3. Hyperbel.

e Seitlich gedffnete Hyperbeln
— Ursprungsform der Hyperbelgleichung (vgl. Abbildung 24 und die Ellipsengleichung)

2 2
v
a b2

— Hauptform der Hyperbelgleichung (vgl. Abbildung 25)

(z — 350)2 (y — yo)2

a? o =1
e Vertikal gedffnete Hyperbeln (vgl. Abbildung 26)
— Ursprungsform
y? 22
[ZENrEE
— Hauptform
(—w)® (-=)

b2 a?

9.2.4. Parabel. Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstand von einem festen Punkt
(Brennpunkt F') und einer Gerade (Leitlinie A) gleich ist: PF = PA, vgl. Abbildung 27). Der Parameter p in
der Parabelgleichung ist der Abstand AF'. Es gilt fiir den Scheitelpunkt: SF' = SA = %AF = %p.

4Die Hauptform ergibt sich immer durch Ersetzen von x mit x — zg und y mit y — yo.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 23. Ellipse mit beliebigem Mittelpunkt als Kegelschnitt

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 24. Hyperbel als Kegelschnitt

Abbildung noch nicht von Zeichnung lbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 25. Hyperbel mit beliebigem Mittelpunkt als Kegelschnitt

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 26. nach oben und unten gedffnete Hyperbeln als Kegelschnitt
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Ursprungsform der Parabelgleichung”:
y? = 2px
Hauptform der Parabelgleichung:
(v — v0)* = 2p (x — )
Auch die Parabel kann wie die Hyperbel nach oben gedffnet sein; dann miissen z, y vertauscht werden.

9.3. Allgemeine Form. Liegen die oben angegebenen Gleichungen der Hauptformen in ausmultiplizierter
Form vor, so ergibt sich stets eine sog. »quadratische Form« der folgenden Gestalt:

Az? + By +Cx+Dy+E=0
Dieser Form kann man ansehen, dass es sich um einen achsenparallelen Kegelschnitt (Hauptachsen parallel zu -
und y-Achse) handelt oder um Sonderfille: Punkt, eine Gerade, zwei sich schneidende Geraden, zwei parallele
Geraden, leere Menge (d.h. es gibt keine reellen, sondern nur komplexe Losungen). Kommt ein gemischtes

Produkte Fzy vor, so sind handelt es sich um gedrehte Kegelschnitte (z.B. eine um 30° gedrehte Parabel) und
also nicht um eine Hauptform.

Durch eine quadratische Ergédnzung kann man die quadratische Form auf eine der Hauptformen bringen; an
dieser wiederum kann man Achsen, Radius usw. ablesen.

Example 26. Erkennen des Kegelschnittes aus der quadratischen Form

Example. Um welchen Kegelschnitt handelt es sich bei:
2 —2r44y—3+1-1 =
s -2+ 1+47-4 =
& (m—1)2-|—4y2 =
(e =1%o

e 42 =1
PR

Es handelt sich also um eine Ellipse. Direkt aus der erhaltenen Hauptform der Ellipsengleichung kann man
nun ablesen: Der Mittelpunkt M (z¢ | yo) ist M (1] 0). Die Achsen sind ¢ = 2 und b = 1.

Example 27. Erkennen des Kegelschnittes aus der quadratischen Form

Example.
10022 — 400z — 9y® — 18y + 166 0
& 100 (2® —42) =9 (y* +2y) +166 = 0
100 (2” —4dz+4-4) -9y’ +2y+1-1)+166 = 0
<100 (2° —4z+4) —400 -9 (y* +2y+1) +9+166 = 0
&100(z—2°-9(@y+1)° = 225
1 _9\2 2
= 00(29625 . _9(y2;51) =
(@-2° (y+1)* _ 1
9 25 B

5Herleitung (nicht in der Vorlesung behandelt; vgl. Abbildung 27):
PA = PF

\/(a:—ép)2+y2 102

1
@ —pr+t op? +y?

+1
=T —-p
2

1
<:>J:2+pa:+zp2

= y2 = 2pz

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 27. Parabel als Kegelschnitt
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Hier musste also zweimal die quadratische Erginzung durchgefiihrt werden. Abgelesen werden kann aus der
Hauptform:

e es ist eine Hyperbel
e M(2]-1)
° q= %, b=5

9.4. Parameterform von Kurven. Die Darstellung in der Form y = f () nennt man explizite Form; jede
nicht nach y aufgeloste Form heifit implizit, z.B. F (z,y) = .... Jede Form hat Vor- und Nachteile: nur die
explizite Form ist differenzierbar, nur die implizite Form stellt geschlossene Kurven dar. Deshalb ist fiir viele
Zwecke die Parameterform giinstiger (siehe Abbildung 28):

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 28. Kurve, die nur in Parameterform dargestellt werden kann

Dabei sind sind die Koordinaten des Punktes P:

und sein Ortsvektor:

Example 28. Parameterdarstellung der Geraden
Example. Die Parameterdarstellung einer Geraden resultiert aus zwei Punkten Py = (21,y1), P2 = (22,¥2):
(-0 =(am)
Y Yo Y1 — Yo
Diese Gleichung wird getrennt in die Parameterform, d.i. in zwei einzelne Gleichungen:
x(t) = zo+t(xy—x0)
y() = yo+t(y—wo)

Um eine Gerade in Parameterdarstellung in eine parameterfreie Form y = f () umzuwandeln, bedient man
sich Methoden aus der analytischen Geometrie: man 16st eine Zeile zu t auf, setzt es fiir ¢ in der anderen Zeile
ein und erhélt nach Auflésen zu y die parameterfreie Geradendarstellung.

Example 29. Parameterdarstellung eines Kreises

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 29. Zur Parameterdarstellung eines Kreises

Example. Die Parameterdarstellung eines Kreises ist:
C: x = Rcost, y = Rsint; t € [0; 27|

Denn fiir jeden Wert = gilt: & = cost und fiir jeden Wert y: % = sint (siche Abbildung 29). Um aus dieser
Kreisgleichung die Gleichung fiir um g, yo verschobene Kreise zu erhalten, ersetzt man einfach x := x — x,
Y := Y — Yo, also entsteht:

C: x=x9+ Rcost, y =yo + Rsint; t € [0; 2]
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Durch Quadrieren und Addieren beider Gleichungen in der Form 4 = cost bzw. Y7/* = sint entsprechend
dem Satz des Pythagoras 22 + 42 = 1 ergibt sich wieder die Hauptform der Kreisgleichung:
(z - mO)Q (y — y0)2 2 2
2 + T2 = cos“t+sin“t=1
e @-2)+@Wy-w)’ = R

Ein Winkel ohne explizite Angabe ist immer in der Eiheit Bogenmaft gegeben! Der Parameter ¢ kann nicht
immer mit einer bestimmten Bedeutung interpretiert werden, hier jedoch ist ¢ ein Winkel.

Example 30. Ellipse in Parameterform
Example.
C: x=acost, y=bsint; t € [0;27]
Example 31. Hyperbel in Parameterform
Example. Ein Ast der Hyperbel ist in Parameterform:
C: x=acosht, y =bsinht; t e R

Der andere Ast ergibt sich durch Ersetzung von a durch —a. Die Hauptform der Hyperbelgleichung in Para-
meterform ist

cosh?t —sinh®t = 1
Dies kann bewiesen werden durch die Definition des cosinus hyperbolicus und des sinus hyperbolicus (die so
heifen, weil sie die Lage von Punkten auf der Hyperbel beschreiben):

t —t
2
und . ,
sinht = € €
2

Example 32. Parabel in Parameterform

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 30. Zur Darstellung einer Parabel in Parameterform

Example.
C:zxz=t,y==22pt
(vgl. Abbildung 30) oder alternativ in einer Form, in der man nicht nur einen Ast der Parabel erhélt:
2
C:ox=—,y=t
T %’ Y

Example 33. Parameterform einer dreidimensionalen Kurve

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 31. Zur Darstellung einer Schraubenlinie in Parameterform

Example. Eine Schraubenlinie mit Ganghdhe h im R?® (vergleiche Abbildung 31)
x = Rcost
y = Rsint
z = %t
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9.4.1. Ableitung, Tangente und Normale fiir Parameterdarstellungen. Gegeben ist:
Cra=z(t),y=y();te [tit]

Seien die einzelnen Funktionen x (t), y () stetig differenzierbar, d.h. sie seien differenierbar und ihre Ableitun-
gen seien stetig. Das Differenzieren nach einem Parameter wird mit & bezeichnet, das Differenzieren nach x
mit f'(x). Wir setzen dann:

() = dfg)
i =210

Sei P = (z(t);y(t)) € C und sein Ortsvektor 7 (t). So ist der Richtungsvektor der Tangenten

., z (t)
r(t) = .
Q ( y(t) )
Definition 4. Tangente und Normale in Parameterform

Definition.

e Die Tangente an C'in P = (z (£);y (t)) € C ist:
(3)-06) (6
mit A € R.

e Die Normale an C'in P = (z (¢t);y (t)) € C ist (weil zwei Vektoren aufeinander senkrechtstehen, wenn
ihr Skalarprodukt 0 ist):
@ a (t) —5 () )
= + .
(y) (y@)) “<x<t>

Beweis zu Definition 4 (vgl. Abbildung 32): Um die Tangente zu bestimmen, geht man das {ibliche Verfahren

mit p € R

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 32. Zur Bestimmung der Tangenten an Kurven in Parameterform

iiber eine Sekante: Man wahlt zwei Punkte P, @@ auf der Kurve und bestimmt den Richtungsvektor der
—
Sekanten durch diese beiden Punkte. Dann ldsst man @) auf P zuwandern, wodurch der Richtungsvekor P(Q) in

den Richtungsvektor der Tangenten in P konvergiert. Der Richtungsvektor P—Q) ergibt sich durch Subtraktion
der Ortsvektoren von P = (z (t);y (t)) und @ = (z (¢t + At) ;y (t + At)):

Fa= (A (x0)

Nun ist ﬁ . P.Cj ebenfalls Richtungsvektor der Sekanten durch P und @, denn die Multiplikation mit einem

Skalar dndert nichts an der Richtung eines Vektors, kann maximal das Vorzeichen der Richtung dndern.
z(t+At)—z(t)
1 p—d — At
At y(t+AAt)):y(t)

Durch At — 0 (d.h. bei Q@ — P) ergibt sich der Richtungsvektor der Tangenten aus dem Grenzwert des eben
berechneten Vektors, durch einen gewShnlichen Grenziibergang entsprechend der Herleitung der Steigung

normaler Graphen:
0-(50)

Um nun die Normale an C' zu bestimmen, sucht man nun einen Vektor, der orthogonal zum Richtungsvektor der
—y(t)
 (t)

o= 35) (39) -

Tangenten ist. Diesen nimmt man zu @ (t) = ( ) an und priift, ob er orthogonal zum Richtungsvektor

der Geraden ist:
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Also ist tatsichlich @ L 7. qed.

9.4.2. Umrechnung der Ableitungen in expliziter Form und Parameterform. Frage: Ein Kurvenstiick y = f (z)
besitze die Parameterdarstellung C' : x (¢), y(¢); t € [t1;t2]. Welche Beziehungen bestehen zwischen ¢, y”
und &, ¥ und Z, 47

Definition 5. Ableitungen der expliziten aus solchen der Parameterform

Definition. y = f (z) besitze die Parameterdarstellung C': x (t), y (¢); t € [t1;t2]. Seien f (z) und z (¢) und
y (t) zweimal nach x bzw. t differenzierbar. Sei & (t) # 0. Dann gilt:

™ y =1
genauer:
f/ (x)lcc:z(t) = igg, te [tl;tg]
und . o . e
n_ Yr —yr
= =
genauer: v
£ () _ )@ (t? —y(t)-@(¢)

Beweis von Definition 5: Es gilt
y=f(x)=yt)=f(z()

Denn beide Funktionsdarstellungen miissen dieselben Werte liefern. Ableiten mit der Kettenregel liefert:

df () da(t)

0= e e
s = T

i dw
- @ (t) B Az oo =v

Das ist der Beweis zum ersten Teil des Satzes. Auf dieser Grundlage gilt:

Um die zweite Ableitung zu erhalten, differenziert man beide Seiten nach ¢, die linke Seite mit der Kettenregel,
die rechte Seite mit der Quotientenregel:

df' (x) dz () -&()—y)-2() .
T = . 2 |- & (t)
de  dt (& ()
y(t)-z(@)—y)-2(t
@), = (t) (? 3() (t)
o (@ (1))
qed.
Parameterfreie Darstellung der Tangentengleichung: Die Punktsteigungsform ist
Y—%Y
= m
T — X9
Sy = m-(z—20)+ Yo

Fiir die Steigung m verwendet man den iiber Gleichung 7 berechenbaren Zahlwert m = % und erhédlt damit

die parameterfreie Tangentengleichung:

y ()
=qy=2""2 . (r—
Die Steigung der Normalen ist my = —% (mr ist die Steigung der Tangenten); die parameterfreie Norma-
lengleichung ist daher:
T (t
v=-20 (o —z) +

Example 34. Berechnung der Tangenten an einen Halbkreis
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Example.
C: x=cost, y=sint; t € [0;7]

Siehe Abbildung 33. Mit & = —sint, § = cost, t = ¢ ergibt sich der Richtungsvektor der Tangenten im Punkt
P=(x(t);y(t) = (3V3:3) 2w
~()-(%)
(1) G

T=p+1tr
Dann: Berechnung des Normalenvektors und der Gleichungen von Tangente und Normale.

Also ist die Tangentengleichung:

Example 35. Moglichkeiten zur Berechnung der Tangentengleichung
Example.
e Gegeben seien z (f) und g (f). Dann ist die Steigung der Tangenten in einem Punkt: m = % =

Y (m|m:m)) =f (x‘x:w)) Dann setze man m in die Punkt-Anstiegsform ein und 16se zu y auf:

Y—%Y
— = m
T — X9
Sy = m-(z—1z0)+ Yo

Man erhélt so die parameterfreie Geradendarstellung.
e gegeben sei die Parameterform der Tangenten. Der Richtungsvekor ist hier immer ( zo ), so dass
0

m = z—“ Den Rest der parameterfreien Tangentengleichung berechnet man wieder iiber die Punktan-
stiegsform.

9.5. Kriimmung und Kriimmungskreis.
Definition 6. Kriimmungskreis

Definition. Sei Py = (z0,¥o) ein Punkt der Kurve C : y = f(x). Ein Kreis, der durch Py geht und mit
f(x) in der 1. und 2. Ableitung iibereinstimmt, heift Kriimmungskreis von C' in Py (siche Abbildung 34). Der
Kriimmungskreisradius ist p, der Kriimmungskreismittelpunkt ist M = (2, Ym ).

Notig ist der Kriimmungskreis z.B. um zu bestimmen, wann ein Auto aus einer Kurve herausgetragen wird.
Dazu darf der Kriimmungskreis keines Punktes der Kurve zu klein sein.

Definition 7. Kriimmung

Definition. Kriimmung von C in zg (d.h. in Py = (x,y0)) ist definiert als:

(o) = ——L 20

L+ (f (20))*
Die Kriimmung ist also nicht identisch mit der zweiten Ableitung, steht aber mit ihr im Zusammenhang: Die

Wurzel einer Zahl ist definitionsgeméf immer positiv; deshalb gibt das Vorzeichen von f” (xg) wie gewohnt
das Kriimmungsverhalten der Kurve an:

Abbildung noch nicht von Zeichnung Utbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 33. Zur Berechnung der Tangente an einen Halbkreis

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 34. Krimmungskreis an eine Kurve
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e k(zg) > 0: Linkskriimmung von zo (da f” (z) > 0)
e k(z9) < 0: Rechtskriimmung von zo (da f” (x) < 0)

Berechnung des Kriimmungskreises:

F(@o) - (1+ (' (@0))°)
7 o)

1+ (f' (x0))*
f" (20)

Die Gleichung des Kriimmungskreises in Hauptachsenform ist damit:

Im = To —

Ym = Yo +

($ - xm)Q + (y - ym)2 = p2

Durch die Forderung, dass f’(z) und f” (x) des Kreises mit f’(x) bzw. f” () der Kurve iibereinstimmen
miissen, existiert fiir jeden Punkt der Kurve nur ein solcher Kriimmungskreis (Beweis ist moglich). Die obigen

Formeln kénnen auch fiir Kurven in Parameterform verwendet werden, da diese auch abgeleitet weren kénnen
(siehe 9.4.1).

Example 36. Krimmungskreis im Ursprung der Normalparabel

Example. y = 22, Py = (0;0) Siehe Abbildung 35.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 35. Kriimmungskreis an eine Normalparabel

Die Ableitungen sind: ¢y = 2x; vy’ = 2.
Die Kriimmung ist:

2
k(z) = 3
1+ (22)°
e Berechung der Kriimmung in Py: k(0) = 2 =2
e Kriimmungskreisradius in Py: p = ﬁ = %
e Mittelpunkt des Kriimmungskreises in FPy:
0(1+0?
Tm =0— ( il ) =0
2
1+0% 1
m = 0 = —
hm =0+ 5 =3
Also ist M = (0; %)
e Der Kriimmungskreis ist:
(x - l'm)2 + (y - ym)2 = P2

&
[V}
+
/7~
<
|
|~
~_
[\v]
I |
AN

Example 37. Kriimmungskreis einer Geraden

. _ ;o "o . . . . 0 o ip s
Example. Eine Gerade y = mz + b hat ¢/ = m, y” = 0. Die Kriimmung ist k (z) = Nire i 0. Damit ist
der Kriimmungskreisradius p = ﬁ und weiter x,,, Y, nicht definiert. Man kann auch sagen: p ist unendlich

grofs, d.h. der Kriimmungskreis stimmt mit der Geraden {iberein.

Example 38. Kriimmungskreis einer Ellipsen in Parameterform
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Example. (siche Abbildung 36). Gesucht ist der Kriimmungskreis in einem allgemeinen Punkt Py = (9, yo),
hier unter einem Winkel von ¢ = &. Die Parameterform der Ellipse ist:

{ z = 2cost }te [0; 27]
Yy =sint

Benétigt werden die ersten beiden Ableitungen:

e v =2cost; x = —2sint; £ = —2cost
e y=sint; y = cost; §j = —sint
Nach Einsetzen von ¢ = % in die Parameterform der Ellipse ergeben sich folgende Werte, u.a. die Koordinaten
von Py:
o 2o =3y
e o =—1; 9o
o ig=—V3ji=—

Jetzt benotigt man die Ableitungen in expliziter Form; sie werden aus den Ableitungen in Parameterform
berechnet, siehe 9.4.2. Ergebnisse fiir f’ (z) und f” (xo):

1
Yo = *5\/3

N N =

&

(SIS

Yo = —2

Fiir die Kriimmung in P, ergibt sich nun:

Berechnung der weiteren Grofen:

Der Kriimmungskreis:
2 2
93 3\* (/7
r———| tlyt+t<s) = =+
16 8 16
Natiirlich kénnen die Formeln zur Berechnung des Kriimmungskreises auch direkt fiir Parameterform angege-
ben werden, statt fiir die Gleichung in Parameterform die Ableitungen in explizieter From auszurechnen. Die

Kriimmung z.B. ist in Parameterform:
k() = 22

mit £ # 0 oder y # 0.

10. BOGENLANGE, VOLUMEN UND MANTELFLACHE VON ROTATIONSKORPERN IN PARAMETERFORM

= f(z) habe fiir z € [a;b] die Parameterdarstellung x = x (t), y = y(t), t € [t1;t2] mit a = z (¢1) und
=Z (tg).

St =

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 36. Kriimmungskreis einer Ellipsen in Parameterform
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10.1. Bogenlinge einer Funktion in Parameterform. Siche Abbildung 37. Die Bogenlidnge von Funktio-
nen in expliziter Form wird ja berechnet iiber:

8=Lb\/1+(f’(x))2dr

Um nun auf die Formel fiir die Bogenlénge einer Funktion in Parameterform zu kommen, fiihrt man eine

einfache Substitution fiir bestimmte Integrale durch mit z = x (t), ¢ = @ (t) < dz = & (t)-dt. Bei Substitution

in bestimmten Integralen kann die Riicksubstitution eingespart werden, wenn man die Integrationsgrenzen auch
substituiert (dazu wird obige Vereinbarung a = z (¢1), b = z (t2) verwendet):

(8) s—/ab\/lJr(f’(x))de = /:1/1+<§:8>2:k(t)~dt
9) = /t:2\/j;(t)2+y'(t)2dt

10.2. Rotationsvolumen einer Funktion in Parameterform.

V, = ﬂ/zy(t)2.gb(t) dt

ty1
ta

v, — 7r/ s ()% (1) db
ty

Die Herleitung geschieht analog zur Formel fiir die Bogenlédnge einer Funktion in Parameterform (Gleichung
9).

10.3. Mantelfliche einer Funktion in Parameterform.

to

0= 277/ y () -\/a (1) + 9 () dt

t1
Example 39. Bogenlidnge von Astroiden (»Sternkurven)
Example.

C:xz=acos®t, y=asin’t, t € [0;27]

ist dargestellt in Abbildung 38.

e Linge des Kurvenstiicks im ersten Quadranten (¢ € [0; 5]).
Dazu wird die erste Ableitung bendotigt:

&= —3acos’t-sint

y = 3asin®t - cost

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 37. Zur Berechnung der Bogenlénge einer Funktion in Parameterform

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 38. Sternkurve (Astroide)
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Die Anwendung der Formel fiir die Bogenlédnge fiir Funktionen in Parameterform ergibt:
to
s = / V() 4y (t)dt
ty
x
/ V902 cost t - sin® t + 9a2 sin? ¢ - cos? ¢ dt
0

%
/ 3acost - sintV cos? ¢ + sin’ t dt

0

3
/ 3acost-sint-1dt
0

§asin2t : = §a
2 0 2

e Die Linge des vollen Bogenstiicks ist damit 4%(1 = 6a.

11. MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 39. Zum Mittelwertsatz der Integralrechnung

Geometrische Deutung: Hat man die Fliche unter einer Kurve berechnet, so méchte man sie durch ein fla-
chengleiches Rechteck darstellen. Wie findet man die Héhe H des Rechtecks, das die Breites des Integrations-
intervalls hat (vergleiche Abbildung 39)7 Es ist dazu folgende Gleichung zu l6sen:

b
F:/ F@)de=(b—a)-H

Anschaulich klar ist folgende Losung fiir H: Es gibt ein £ in [a;b] mit H = f (£). Der Mittelwertsatz besagt,
dass es ein solches € in (a;b), d.h. im Innern des Intervalls [a;b] gibt (£ # a A& # b):

Definition 8. Mittelwertsatz der Integralrechnung

Definition. Sei f (x) stetig in [a;b]. Dann gibt es ein £ € (a;b) mit
b
[ r@d=@-a-1©

Es kann mehrere Werte & geben, z.B. unendlich viele wenn der Funktionsgraph eine waagerechte Gerade
ist oder 2 bei einem konvexen Bogen. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist wichtig fiir numerische
Naherungsverfahren in der Technik; so ist die aufgeloste Gleichung

b
F)= 7[@;:(_9521@

die allgemeine Formulierung des Mittelwertes (Durchschnitts) in der Statistik.

12. FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN

12.1. Grundlagen.
Definition 9. Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen

Definition. Eine Funktion mit zwei unabhéingigen Variablen ist eine Vorschrift, die jedem Element (»Punkt«)
einer Teilmenge D € R? genau einen Wert aus R zuordnet. Schreibweise:

(1) (mit Definitionsbereich D und Wertebereich R)
f:D—R,DCR?
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(2) (mit den unabhénigen Variablen z, y und der abhinggen Variablen z)

z=[f(zy), (,y)eD
Fiir P = (x,y) schreibt man auch f (P) anstelle von f (z,y).

Man bezeichnet z = f (x,y) als »Fliche«, so wie man analog y = f (z) als Kurve in R bezeichnet hat. In der
Regel ist f als arithmetischer Ausdruck gegeben, wobei man sich D selbst iiberlegen muss; d.h. es wird nicht
die vollstéandige Abbildung angegeben.

Example 40. Eine Funktion mit zwei Variablen

Example.

z=1/25—122 —y?

Was ist der Definitionsbereich D? Natiirlich:
D= {(z.y) |25 —2* —y? >0}
Was hat aber der Definitionsbereich fiir eine Gestalt, wenn man ihn als Flédche interpretiert? Es ist:
D= {(a,9) |25 > a? + 47}

Der Kreis 22 + y? = 25 ist ein Kreis um M = (0 | 0) mit r = 5. Da 22 + y? auch < 25 sein darf, liegen auch
alle Punkte innerhalb des Kreises darin. Die Definitionsmenge D ist also eine Kreisscheibe mit » = 5 und
M =(0]0).

Die Funktion ist nun durch eine Halbkugelschale (»halbe Sphére«) mit r = 5 dargestellt. Siehe Abbildung 40.
Sie besteht aus Punkten P = (z,y, z) mit (x,y) € D und z = f (x,y).

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 40. Die Funktion z = /25 — 22 — y2: eine Halbkugelschale

z = f(x,y) heift explizite Funktionsdarstellung. Mit ihr konnen keine geschlossenen Flichen dargestellt wer-
den, also z.B. keine Kugeln. Dazu gibt es die implizite Form: ein nicht nach z aufgeloster Ausdruck (z.B.
F (z,y,2) = 0) heilt implizite Funktionsdarstellung. Es ist aber keine Funktion im eigentlichen Sinne, da z.B.
bei einer Kugel ja einem Paar (x,y) auch zwei Werte zugeordnet werden kénnen: Implizite Darstellungen bein-
halten oft mehrere Funktionen. Die explizite und implizite Darstellung verhalten sich analog zu den jeweiligen
Darstellungen von Funktionen der Form y = f (z).

Example 41. In einer impliziten Darstellung der Kugel (»Sphére«) enthaltene Funktionen

Example.
2+ 2 4+22=25
Diese Form wird bei Auflésung zu z zu meheren Funktionen:
21 = +4/25— a2 —y?

zo = —v/25—1x2—y?

Dabei ist z; die obere halbe Sphére, zo die untere halbe Sphére.

Implizite Darstellungen sind manchmal nicht nach z auflosbar, trotz dass sie dann noch oft differenzierbar
sind. Beispiel:

e +Inz+xzyz=0
Die Berechnung der Funktionsfliche kann iiber ein abgewandeltes Newtonverfahren geschehen.

Definition 10. Funktion mit n unabhéngigen Vaiablen

Definition. Eine Funktion mit n unabhéngigen Variablen ist eine Vorschrift, die jedem Element (»Punkt«)
aus einer Teilmenge D € R" genau einen Wert aus R zuordnet. Es entstehen Flichen im R™*!. Schreibweisen:

(1)
f:D—R,DCR"
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(2)

Tpt1 = f(@1,. .., 2n)
Vorlaufig werden hier nur Funktionen mit zwei Variablen behandelt. Hinweis: bei Funktionen mit 2 Variablen
treten Rechtecke und Kreise an die Stelle der Intervalle bei Funktionen mit einer Variable.
Definition 11. Abgeschlossenes Rechteck
Definition. Ein abgeschlossenes Rechteck ist
D = {(zy)la<z<be<y<d}
= [a;b] x [e; ]
Hier gehoren die Randpunkte des Rechtecks zu D. Vergleiche Abbildung 41.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 41. Abgeschlossenes Rechteck

Definition 12. Offenes Rechteck
Definition. Ein offenes Rechteck ist
D = {(z,y)|a<z<be<y<d}
= (a;0) x (¢;d)
Hier gehoren die Randpunkte des Rechtecks nicht zu D. Vergleiche Abbilung 42.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 42. Offenes Rechteck

Definition 13. abgeschlossene Kreischeibe

Definition.
D ={(z.9) | (@ —0)* + (y—w0)* <71}
Die Randpunkte gehoren zur Kreisscheibe. Vergleiche Abbildung 43.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 43. Abgeschlossene Kreisscheibe

Definition 14. offene Kreisscheibe

Definition.
D = {(@9) | (@20 + (=)’ <12}
Die Randpunkte gehéren nicht zur Kreisscheibe. Vergleiche Abbildung 44.

D={(a,y) |la<z<bec<y<d}
ist weder ein offenes noch abgeschlossenes Rechteck. Siehe Abbildung 45. Nur der obere und rechte Rand
gehdren zu D.
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Definition 15. Umgebung

Definition. Sei Py = (29,%0) € R? und § > 0. Eine §-Umgebung (kurz: Umgebung) von P, ist eine offene
Kreisscheibe mit Radius 0 und Mittelpunkt Py:

U = U(R)=Us(R)
= {@y | @=—20)" +y—w) <5}

12.2. Graphische Darstellung von Flichen z = f(x,y). Hier ist perspektivisches Zeichnen notwendig.
Dazu erzeugt man zweidimensionale Schnitte durch die Fléche, indem man eine der drei Variablen (also auch
z.B. die abhéngige) konstant hilt. Eine Figur kann dann aus vielen solchen Kurven zusammengesetzt werden.
Man setzt die Variable konstant, bei dem man am wenigsten Rechanaufwand bekommt.

Example 42. Graphische Darstellung einer Funktion mit zwei Variablen

Example.
i = VAP
Fiir £ = 0 ergeben sich die Winkelhalbierenden der z/y-Ebene, d.h. ein Geradenpaar:
: = VE
=z = +y
Vz = —y
Fiir z = 0 ergibt sich der Punkt (0] 0 | 0):
0 = VaZ+y?
0 = z=y
Fiir 2 = 1 ergibt sich ein Kreis mit » = 1 parallel zur x/y-Ebene in der Hohe z = 1:
1= 22 + 2
Fiir 2 = 2 ergibt sich ein Kreis mit r = 2 parallel zur x/y-Ebene in der Hohe z = 2:
2 = a2yl
s4 = 224972
Grapische Darstellung siehe Abbildung 46. Es ergibt sich ein spitzer Doppelkegel iiber der x/y-Ebene.
Definition 16. Hohenlinien

Definition. Die Kurven mit z = konst heifen Hohenlinien. In Beispiel 42 sind die Héhenlinien Kreise.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 44. Offene Kreisscheibe

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 45. Weder offenes noch abgeschlossenes Rechteck

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 46. Die Funktion z = /22 4+ 42 fiir 2 =0
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12.3. Stetigkeit einer Funktion f (z,y). »f ist stetig« bedeutet anschaulich: f hat keine Sprungstellen
(»Steilhéinge«), keine Loche keine Unendlichkeitsstellen. Mathematisch: Sei z = f (z,y) , (z,y) € D.

Definition 17. konvergente Punktfolge (vergleiche Abbildung 47)

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 47. FEine konvergente Punktfolge

Definition. Gegeben sei eine »Punktfolge« P; = (x;,y;) mit ¢ = 1,2,... und ein Punkt Py = (o, yo)-
Die Folge P; heifst konvergent gegen Py (in Zeichen: lim;_.., P; = Pp), wenn die Koordinaten konvergieren:
lim; o0 ; = o und lim;_, Yi = Yo-

Definition 18. Stetigkeit einer Funktion f (z,y)
Definition. z = f(x,y) heift stetig im Punkt Py = (zg,y0) € D, wenn fiir jede gegen Py konvergente
Punktfolge P; = (x;,y;) € D gilt:

lim f (F;) = f(P)

11— 00

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 48. Stetigkeit einer Funktion f(z,y)

Wenn man also eine beliebige Punktfolge gegen Py im Definitionsbereich betrachtet, so sagt diese Definition,
dass die zugehorige Punktfolge der Funktionswerte gegen f (P) konvergieren muss. Dies muss fiir jede beliebige
Punktfolge gelten, damit die Funktion in einem Punkt stetig ist. Kann dies fiir jeden Punkt gezeigt werden,
so ist die gesamte Funktion stetig.

Definition 19. Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt

Definition. z = f (x,y) ist stetig in Py € D genau dann, wenn gilt: zu jedem ¢ > 0 existiert eine J-Umgebung
|f (anyO) - f (xvy)| <e
fiir alle (x,y) € U (P).

Diese Definition bedeutet: Man wéhlt eine Schwankungsbreite der Funktionswerte € und fordert, dass es dazu
einen Kreis von Punkten um P, in der Definitionsmenge gibt, deren Funktionswerte alle innerhalb dieser
Schwankungsbreite liegen. Wenn nun zu jedem noch so kleinen ¢ ein solcher Kreis von Punkten existiert, so
ist die Funktion stetig in Fp.

Definition 20. Stetigkeit einer Funktion f (z,y) iiber Stetigkeit in einem Punkt
Definition. z = f (z,y) heifit stetig in D, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.
Example 43. Eine unstetige Funktion (mit »Steilhang«)®

Example. gegeben ist

B B % fiir (z,y) # (0,0)
z=[f(z,y) = { afiir (z,y) = (0,0)

Darstellung siche 49. An einem Steilhang wie hier bei f(0,0) miissten theoretisch unendlich viele Funkti-
onswerte libereinander sein; dies widerspricht jedoch der Definition einer Funktion, hier ist es eine Liicke im

Definitionsbereich der Teilfunktion z;ﬁ’yz . Hier wurde ein Wert fiir diesen Steilhang an der Stelle (0, 0) definiert,

630lch ein Beweis der Unstetigkeit einer Funktion wird keine Aufgabe der Klausur sein!
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namlich 0. Jetzt sind aber nicht die Funktionswerte aller Punktfolgen, die gegen (0,0) konevergieren, konver-
gent gegen 0 - abhingig davon, aus welcher Richtung sie gegen (0,0) konvergieren. Beweis der Unstetigkeit:
Man betrachtet zwei gegen Py = (0,0) konvergente Punktfolgen:

P = (xi,yi):<%,0>

Q: = (xuyi):(%,%>

P; wandert dabei auf der z-Achse, @; auf der Winkelhalbierenden der (z, y)-Ebene. Offensichtlich konvergieren
beide Punktfolgen gegen (0,0):

lim P, = (0,0)
lim @Q; = (0,0)

Jetzt betrachtet man die Folge der Funktionswerte zu P; und Q;:

fP)=1=0

“.0-|>~‘ o

das heifst also
lim f(P)=0=f(R)

Die Funktionswerte der Punktfolge P; konvergieren also gegen f (Pp).

1
f(Q) =15+ ==
WmTAE e

das heifst also .
dim £(Qqi) = 3 # [ (Po)
Die Funktionswerte der Punktfolge @); konvergieren nicht gegen f (Fp), also ist f (z,y) unstetig aufgrund

eines Steilhangs. Ebenso sind alle Funktionen mit Lochern im Wertebereich unstetig, z.B. die hier verwendete
Teilfunktion f (z,y) = %7 fir P = (0,0).

z24y2
13. PARTIELLE ABLEITUNGEN

13.1. Partielle Ableitung erster Ordnung. In Abbildung 50 sind achsenparallele Schnittkurven durch P,
eingetragen. Um einen Anstieg in einem Punkt Py zu definieren, muss man die Richtung betrachten. So kénnen
die beiden Schnittkurven ganz unterschiedliche Steigungen fiir Py enthalten. Die Anstiege der Tangenten
heifsen partielle Ableitungen. Eine besondere Bedeutung haben z-Richtung und y-Richtung: Aus ihnen kann
die Steigung in jeder Richtung in Py berechnet werden.

Definition 21. Partielle Ableitungen

Definition. »Partielle Ableitung« heifft, dass nur zu einer Variablen abgeleitet wird. Sei z = f (x,y) in einem
offenen Rechteck D definiert. Sei Py = (xq,yo)-

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 49. Eine unstetige Funktion

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 50. Partielle Ableitung
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(1) f heifst in Py partiell nach x differenzierbar. Das heifit per Definition: es existiert

. [0+ Az,y0) — f(®0,%0) _ Of (w0,y0)
A1:1630 Ar = oz =: fo (%0,%0)

Die letzten beiden Teile der Gleichung sind nur abkiirzende Schreibweisen.
(2) f heifst in Py partiell nach y differenzierbar. Das heifft per Definition: es existiert

. f(zo,y0 +Ay) — f(wo,90)  Of (xo,90)
Al;go Ay =: 9y =: fy (20,%0)

Die letzten beiden Teile der Gleichung sind nur abkiirzende Schreibweisen.
(3) Der Grenzwert f, (zo,yo) heifit partielle Ableitung von f nach x in Py.
(4) Der Grenzwert f, (xo,yo) heifst partielle Ableitung von f nach y in Fy.
(5) f heift in D partiell nach = (bzw. y) differenzierbar, wenn f fiir jeden P € D partiell nach x (bzw. y)

differenzierbar ist. Schreibweise: f, und % bzw. f, und % .
Partielle Ableitungen werden berechnet, indem man nach einer Variablen differenziert und die anderen Varia-
blen als Konstante betrachtet.
Example 44. partielles Differenzieren

Example.

z=f(z,y) =2y +y
Gesucht sind die partiellen Ableitungen f,, f, in Py = (1;2).
fo = 22y, also f, (1;2) = 4

y =22+ 1, also f, (1;2) =2

13.2. Partielle Ableitungen héherer Ordnung. Gegeben ist z = f (z,y).

o Die Partiellen Ableitungen 1. Ordnung sind: f, und f,
e Die Partiellen Ableitungen 2. Ordnung sind (wobei immer f,, = fy5; unter Angabe aller Schreibwei-

sen):
s = 2 (2 = 2 2
TT 7 9z \Ox ) — Ozdx ~ Ox?
g2 (U)o
Y 7 oy \ Oz Oxdy Ozxy
SR N VAN R
yr - gz \ Oy Oyox oyx
£ o (01) 2 2 o
vy oy \ Oy Oydy 0y2

e Die Partiellen Ableitungen 3. Ordnung sind: frez, fezy, foyzs- - - fyyy
e Die Partiellen Ableitungen n-ter Ordnung: Es gibt n + 1 Stiick.

Definition 22. Satz von Schwarz iiber die Differentiationsreihenfolge

Definition. Ist eine Funktion samt ihren Ableitungen bis zur k-ten Ordnung stetig, so hingen die partiellen
Ableitungen der Ordnung m < k nicht von der Reihenfolge ab. Das heifst, es gilt:

fa:y = fyac
Example 45. Der Satz von Schwarz

Example.
f(@,y) = a%? + sin ¥

fw = 2y21‘
fy = 222y + cose? - e¥
facy = 4ym = fyz
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13.3. Relative Extrema. Siche Abbildung 51.
Definition 23. Relative Extrema

Definition. Sei z = f(z,y) in einem offenen Bereich D C R? definiert. f (zo,0) hat in Py ein relatives
Maximum (bzw. relatives Minimum), wenn in einer Umgebung U (Py) C D gilt: f (Py) > f (P) fur alle P € U
bzw. f (Py) < f(P) fiir alle P € U.

Der relative Extremwert einer Fliche ist auch der relative Extremwert aller Schnittkurven, also auch der, die
bei Schnitten parallel zur x- bzw. y-Achse entstehen (die Kurven g (z) und & (y)). Diese Kurven héngen nur
von einer Variablen ab (die andere unabhéingige Variable ist konstant). Damit gilt: Wenn in Py = (xg,yo) ein
relativer Extremwert vorliegt, dann gilt:

Jz (zo,40) =0
und
fy (0,%0) =0

Sucht man relative Extremwerte, dann bestimmt man die Punkte (x;,y;) mit f, (z;,y;) = 0 und gleichzei-
tig fy (zi,y;) = 0. Unter diesen miissen die relativen Extremwerte vorkommen (vgl. analog die zusétzlichen
hinreichenden Bedingungen bei der Bestimmung von Extremwerten von f (x)).

Example 46. Bestimmung der relativen Extrema von f (z,y)

Example. Es sei
L o

_ 12 2
Z=500 -y
Die partiellen Ableitungen sind:
2y =
zy = =2y

Das entstehende Gleichungssystem muss gelost werden:

z = 0

-2y = 0
Die einzige Losung ist (z1,y1) = (0,0). Die Funktion hat also hichstens einen Extremwert, ndmlich an der
Stelle (z1,y1). Die Abbildung 52 zeigt, dass die Funktion tatséchlich jedoch keinen relativen Extremwert hat.

Eine solche Abbildung wird durch das Erzeugen von Schnitten erstellt, indem man einen Wert konstant halt,
d.i. dafiir eine konstante Zahl (gilinstig z.B. 0) einsetzt. An Schnittkurven ergeben sich fiir:

2
2

y=0: z= %x
r=01: z2=—y
x =ci: z=c?—y> Es sind parallel zu z = —y? auf der 2-Achse verschobene Kurven.
Es ist geschickt, wenige Schnitte in der z/z-Ebene zu erzeugen und den Rest perspektivisch dazu in der
y/z-Ebene. Fiir diese Funktion ist die Flache eine Sattelfldche, fiir die (0,0) kein Extremwert, sondern ein
Sattelpunkt ist.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 51. Relative Extrema einer Funktion mit 2 unabhéngigen Variablen

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 52. Kein relatives Extremum bei dieser Funktion
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Um das hinreichende Kriterium fiir relative Extrema zu bestimmen, benétigt man die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung.

Definition 24. Diskriminante

Definition.
A= foo fyy — [2y
Ausfiihrlich:
A(x,y) = fax (@,9) - fyy (2,9) = f2, (2,9)

Definition 25. Satz iiber relative Extremwerte und Sattelpunkte

Definition. Sei f (z,y) samt allen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2 in einer offenen Menge D definiert
und stetig. Sei f, = f, = 0 fiir (xo,y0) € D. Dann gilt:

(1) Wenn A (x0,y0) > 0, so liegt bei (zq, yo) ein relativer Extremwert vor, und zwar ein relatives Maximum,
wenn [y, (o, y0) < 0 (oder auch fy, (xo,y0) < 0), bzw. ein relatives Minimum, wenn fy, (zo,%0) > 0
(oder auch fyy (zo,y0) > 0).

(2) Wenn A (zg,y0) < 0, so liegt bei (xq, yo) kein relativer Extremwert, sondern ein Sattelpunkt vor (gleich-
zeitig Definition des Sattelpunktes; ein Sattelpunkt ist je nach betrachteter Schnittkurve Maximum
oder Minimum).

(3) Wenn A (z9,y0) = 0, so liegt bei (zg,yo) ein relativer Extremwert vor oder auch nicht. Es sind dann
weitere Untersuchungen notig.

Example 47. Bestimmung relativer Extrema

Example.

s=a? — %P 4 y?
Zuerst miissen alle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung gebildet werden; bildet man sowohl z,, als auch 2y,
so muss dabei dasselbe Ergebnis herauskommen - man hat hier also eine Kontrollméglichkeit seiner Rechnung:

2e = 2x—2xy?
zy = —22%y + 2y
Zaw = 2—2y°
Zyy = —22°+2
Zpy = Zye = —4wy

Nun suche man die gemeinsamen Nullstellen von 2, und zy:

0
—22%y+2y = 0

2 — 2xy?

Da dies kein lineares Gleichungssystem ist, kann kein Gaufischer Eliminationsalgorithmus angewandt werden.
Es muss stets ein individueller Weg gefunden werden, hier das Einsetzungsverfahren: man setzt die Nullstellen
einer Gleichung in die andere ein und priift, ob es auch Nullstellen dieser zweiten Gleichung sind. Setze also
die erste Gleichung 0:

20 —2zy> = 0
20-(1—9y*) = 0
20-(1+y)-1—-y) = 0
= = 0

y2 = 1

ys = -1

Nun setzte man die gefundenen Nullstellen nacheinander in die zweite Gleichung ein:
x1 = 0::
2y = 0
=Yy = 0

Hier hat man also zwei zusammengehorende Nullstellen, fiir die das ganze LGS 0 wird. Entsprechend
wurden die Indizes zuerst fortlaufend gewéhlt, denn man weifs nicht, welche Nullstellen zusammenge-
horen.
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Yy = l::
222 +2 = 0
z? =
=291 = 1
Vg = —1

Zu dieser Nullstelle von y gehdren also zwei verschiedene Nullstellen von x! Vergleiche die entsprechende
Indizierung. Insgesamt hat man also schon drei Punkte (z;,y;), die das Gleichungssystem losen.

ys = —1l::
202 -2 = 0
2 =
= T31 = 1
VIgg = -1

Die fiinf gefundenen Nullstellen sind also (doppelte Werte sind ggf. zu streichen):

Po= (0;0)
Py = (1;1)
Py = (—1;1)
Py = (1;-1)
Py = (-L-1)

Alle diese Punkte miissen nun in die Diskriminante eingesetzt werden, um zu priifen, ob es sich tatséchlich um
relative Extrema handelt:

A(P)=2-2-0>=4>0
da zz, (P1) = 2 > 0, besteht bei P; ein relatives Minimum, ndmlich z (P;).
A(Py)=0-0—(—4)>=-16<0

bei Py liegt also kein relativer Extremwert vor, sondern ein Sattelpunkt.

A(Pyp)=0-0-42=-16<0
bei Pss liegt also auch ein Sattelpunkt vor.
A(P3)=0-0—-4>=-16<0
bei Ps3; liegt also auch ein Sattelpunkt vor.
A(P33)=0-0—-16=-16<0
bei Pss liegt also auch ein Sattelpunkt vor.
Zu all diesen Punkten muss nun noch der Funktionswert (z-Wert) berechnet werden:
z(P1)=0
d.h. (0;0;0) ist das relative Minimum.

T

Example 48. Berechnung von relativen Extrema einer Funktion z (z, y)
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Example. Es sei

2= e (@+0%)
Die partiellen Ableitungen sind:
Zg = —oge~("+v7)
zy = —2ye_(x2+y2)
Zpx = —9e=(a"v7) _ 9y (—2z) - e~ (% +v%)
= 9e(@"+y?) (-1 + 22?)
Zyy = 9¢~ (=" +v7) (—1 + 2y2)
Zapy = 4xy67(12+y2)

Bestimmung der gemeinsamen Nullstellen von z, und zy:
—2ze~(#H7) = ¢
o) g

Die erste Zeile hat nur die Nullstelle z; = 0, denn die Funktion e® hat keine Nullstellen. Durch Einsetzen in die
zweite Zeile findet man die einzige gemeinsame Nullstelle Py = (0;0). Einsetzen in die Diskriminante liefert:

A(P))=(-2)-(-2)-02=4>0
Es liegt also ein Extremwert vor. Da z,, (Py) = —2 < 0, liegt ein relatives Maximum vor.
z (Oa 0) =

Also ist (0;0;1) das relative Maximum.

14. TANGENTIALEBENEN

Gegeben ist eine Fliche z = f (x,y) mit (x,y) € D. Sei (zo,y0) € D. Sei z9 = f (x0,y0). Gesucht ist nun die
Tangentialebene (TE) im Punkt (zo, yo, z0) der Flache z, d.h. die Ebene, die die Flache nur im Punkt (z¢, yo, 20)
beriihrt. Dies entspricht bei Funktionen mit einer unabhéingigen Variablen dem Suchen der Tangenten in einem
Punkt (xo,y0). Siehe Abbildung 53.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 53. Tangentialebene

Wenn es eine Tangentialebene gibt, dann muss sie die Tangenten an die Schnittkurven parallel zur z- und
y-Achse im Punkt (xo,yo,20) enthalten. Daraus lassen sich also die Richtungsvektoren der Tangentialeben
berechnen:

in z-Achsenrichtung:: Die z-Komponente dieses Vektors ist die Ableitung der Schnittkurve parallel
zur x-Achse in diesem Punkt:

Ty =
(z0,%0)
in y-Achsenrichtung;::
Ty =
(z0,Y0)
Die Tangentialebene in (zg, yo, 20) an die Flache z (x,y) ist also in Punkt-Richtungs-Form bzw. Parame-
terform:
T To 1 0
TE : y |l =1 v |+ 0 +u 1

z 20 fx (2o, o) fy (%0, 90)
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Was ist die Koordinatenform der Tangentialebene? Umwandlung der Parameterform in Koordinatenform durch
Aufteilen in skalare Gleichungen:

I : z=z0+ A\
I« y=yo+np
IIT : z=20+ A fu (w0,90) + 1+ fy (T0,Y0)
Nun wird die erste Gleichung zu A, die zweite zu p aufgelost und damit u, A in der dritten Gleichung ersetzt,
wodurch man die Koordinatenform der Tangentialebene erhilt; als allgemeine Formel:
(10) III — z=2z+ (z—0) " fz (z0:¥0) + (¥ — v0) - fy (Z0,y0)
In der Tangentialebene liegen alle Tangenten im Punkt (zo, o, 20), was hier jedoch nicht bewiesen werden soll.

Example 49. Berechnung der Tangentialebene

Example.

2= —a? 2
Gesucht ist die Tangentialebene im Punkt Py = (1;1;2(1;1)) = (1;1; —2). Skizze der Funktion durch Er-
zeugung von Schnitten siehe Abbildung 54. Diesen Korper nennt man Paraboloid; die Schnittkurven in der
z/y-Ebene sind Kreise. Um die Tangentialebene in Koordinatenform anzugeben, benétigt man die partiellen

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 54. Paraboloid als Beispiel zur Tangentialebene

Ableitungen:
fo==22 ; f.(1;1)=-2
fy==-2y ;5 f,(1,1)=-2
damit wird die Tangentialebene in Pjdurch Einsetzen in die allgemeine Formel Gleichung 10:
z = 24 @-1)(=2)+E-1 (=2
= —2r—-2y+2

Andere Darstellungsméglichkeit der Tangentialebene in Koordinatenform ausgehend von Gleichung 10; vor
dem Einsetzen der Koordinaten xg, yo enthélt diese Darstellung die Tangentialebenen in allen Punkten:

z—20 = (x—0)" fo(xo,y0) + (¥ —yo)- [y (T0,%0)
= Az = Az f,(zo, %)+ Ay - fy (z0,y0)
=dz = dzr-f, (Jio,yo)+dy'fy (z0,v0)

Definition 26. totales Differential
Definition. Der Ausdruck dz = dz - f, (x,y) + dy - fy («,y) heift totales Differential von f (z,y).

In angewandten Wissenschaften muss héufig die Frage beantwortet werden, ob zu einem totalen Differential
(d.i. eine Gleichung, die die Tangentialebenen in allen Punkten Py enthalten soll) eine Fliche z (z, y) existiert.
Die Losung ist einfach: Aus f, (z,y) im totalen Differential bilde man f,, (x,y), und aus f, (z,y) bilde man
foy (x,y). Wenn nun gilt f,, = fyz, so beschreibt dieses totale Differential eine Flache, aufrund des Satzes von
Schwarz (Definition 22).

15. BEREICHSINTEGRAL, DOPPELINTEGRAL

Urspriingliche Fragestellung: Was ist das Volumen zwischen einer Flache f (x,y) und dem Bereich B in der
(z,y)-Ebene? Der Bereich darf eine beliebige, auch krummlinige Begrenzungsfliche haben. Analog zum Inte-
grieren in der Ebene nidhert man die Fldche von B durch kleine rechteckige Flachenelemente ein. Der Fehler
wird immer geringer, wenn die Flichenelemente kleiner werden. Also folgt fiir die ndherungsweise Berechnung
von V: Zerlege B in Teilrechtecke By, Bs, ..., B,. Wihle P; = (z;,y;) € B;. Berechne dann die durch Quader
angedherten Teilvolumina:

AV, = f(P)-AB;
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AB;: Flache von B;
f (P;): Hohe der Séule iiber B;

Dann ergibt sich das Gesamtvolumen aus der Summe der Teilvolumina:
V=3 AVi=} f(P) AB;
i=1 i=1
Anschaulich klar ist: Je feiner die Zerlegung, desto besser ist die Naherung. Wenn die Unterteilung unendlich

klein ist (n — 00), so kann statt dem Summenzeichen ein Integral geschrieben werden, vgl. die Einfithrung des
Integrals fiir Funktionen f (z). Im Beispiel Abbildung 55 wird B in 4 Elemente eingeteilt.

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 55. Volumen iiber einer Flache bei Funktionen mit 2 Parametern
Definition 27. zweidimensionales Bereichsintegral iiber B

Definition. Falls der Grenzwert des Ausdrucks > | f (P;) - AB; fiir n — oo (sofern gleichzeitig AB; — 0)
existiert, dann heiftt dieser Grenzwert zweidimensionales Bereichsintegral iiber B. In Zeichen:

//Bf(w,y) dB
//deB

Definition 28. Linearitdt und Zerlegbarkeit zweidimensionaler Bereichsintegrale

oder

Definition. Seien f (x,y) und g (z,y) integrierbar auf B. Dann gilt:
(1) Linearitét: Fiir beliebige a,b € R gilt:

//B(af—i-bg)dB:a//deB—i—b//BgdB

Dies ist ganz analog zur Linearitét einfacher Integrale.
(2) Zerlegbarkeit: Sei B = By U By und By N By = () (d.h. man teilt einen Bereich in zwei getrennte

Bereiche ein). So gilt:
//de:/ de+/ fdB
B B Ba
Falls f (x,5) = 17, dann gilt

//Bf(x,y) dB://BdBZ\B|:F1£ichevonB

> f(P)-AB; =) 1-AB; = Fliche von B
=1 =1

Beweis:

Abbildung noch nicht von Zeichnung Utbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 56. Ein Rechtecksbereich

"Das ist die konstante Funktion f (z,y) = 1, zur Unterscheidung von einer Gleichung hier geschrieben als » f (z,y) identisch
1«.
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15.1. Bereichsintegrale iiber Rechtecksbereichen. Siehe 56. Der abgeschlossene Rechteckbereich B kann
nach Definition 11 geschrieben werden als
B = {(zmyla<z<bec<y<d}
= [a;b] X [e;d]

Bei einem solchen Bereich ist die Berechnung des Bereichsintegrals einfach moglich (die Grenzen werden durch

Grenzen bezogen auf x ersetzt):
d z=b
[[ris = | [/ f(w,y)dr]dy
B c r=a

/ab Vyy:dﬂz,y) dy] o

Formulierung in Worten: Bei Rechtecksbereichen ist die Integrationsreihenfolge vertauschbar. Aufgrund dieser
Zerlegungsmoglichkeit werden die Bereichsintegrale auch Doppel- oder Zweifachintegrale genannt. Vereinba-
rung einer Schreibweise: die Klammern werden weggelassen, das innere Integral wird stets zuerst berechnet.
Bei einem Integral muss dabei die Variable, zu der nicht integriert werden soll, konstant gehalten werden.
Manchmal muss die Integrationsreihenfolge vertauscht werden, weil das Integral nur auf einem Weg (einfach)
berechenbar ist.

15.2. Bereichsintegrale liber Normalbereichen beziiglich der z-Achse. Siehe Abbildung 57.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 57. Normalbereich beziiglich der x-Achse

Zwei sich nicht schneidende beliebige Kurven sind iiber einem Intervall [a; 0] definiert und liegen in der (x,y)-
Ebene. Der Flachenbereich zwischen ihnen heifst Normalbereich beziiglich x, denn er ist von Kurven begrenzt,
die von der Variablen x abhéingen. Uber diesem Normalbereich ist nun eine Funktion z (z,%) definiert. Jeder
Definitionsbereich einer Funktion z (z,y) ldsst sich aufteilen in Normalbereiche beziiglich 2 und y.

Beschreibung des Normalbereichs beziiglich x:
B={(z.y)|a<z<b ulx)<y<o()

Das Bereichsintegral iiber einem solchen Normalbereich beziiglich = ist nun:

fdB = A f(z,y)dy dzx
B a Jy=u(z)

Die Integrationsreihenfolge ist hier nicht vertauschbar: das dufere Integral ist immer das mit den konstanten
Grenzen; integriert wird immer von innen nach aufen.

15.3. Bereichsintegrale iiber Normalbereichen beziiglich der y-Achse. Siche Abbildung 58.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 58. Normalbereich beziiglich der y-Achse
Die hier auftretenden Begrenzungskurven sind nicht unbedingt als Funktion von x darstellbar, weil sie nicht

eineindeutig sind!
B={(z,y)|lc<y<d,r(y) <z <s(y)}

Das Bereichsintegral ist hier nun:
d rz=s(y)
[[=tip=[ [ "ty da
B c Jz=r(y)
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Das innere Integral muss wieder stets zuerst berechnet werden. Die Integrationsreihenfolge ist ist nicht ver-
tauschbar (d.h. inneres und duferes Integral konnen nicht vertauscht werden).

Example 50. Bereichsintegral iiber Rechtecksbereichen
Example.

f(z,y) =2 siny

B=[-1;1] x [O; g}

e Die Integrationsreihenfolge darf bei Rechtecksbereichen ja vertauscht werden. Kommt man in einer
Richtung nicht weiter, sollte man dies daher versuchen.

™

1 y=7
// fdB / / :Ezsinydydx
B —1 Jy=0
1

- [1 [—2? - cosy]"

=3
0 dx

e Kontrollmdglichkeit: Nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge muss dasselbe Ergebnis entstehen:

5 z=1
/ / z?siny dx dy
0 =1

el

3 r=1

T
3

sin y}

r=—1

|
[N |

siny dy

[~ cosy)d

(— cos g — (—cos 0))

Il
WIN Wl WI N Wl (N
c\

Beide Wege waren gleich einfach zu berechnen. So kann man also die Richtigkeit der eigenen Rechnung
kontrollieren.

Example 51. Bereichsintegral iiber Rechtecksbereichen

Example.

[yt fir (z,y) e RT xR
f(a:,y)—{ 0 firx e Rtund y =0

Der maximale Definitionsbereich dieser Funktion ist also der 1. Quadrant und die z-Achse, jedoch nicht die
y-Achse. Gegeben ist der Rechtecksbereich, iiber dem integriert werden soll:

B = {(z,y)|0<a<z<bh 0<y<1}
= Ja;b] x [0;1] mit 0<a<b
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e Erste Integrationsreihenfolge

b py=1 b yz+1 y=1

/ / ydydr = / [ ] dx
a Jy=0 a r+1 y=0

b
1 0
= / — dx
o lz+1 z+4+1

b
1
= / dx
o T+1

= [njz+1[°
= Injb+1]—-Inla+1|
|b+1|
|a+1|
b+1
a+1

Uber einzelne Locher in der Funktion und sonstige Unstetigkeiten (wie hier vielleicht bei y = 0;
aufier Unendlichkeitsstellen) kann einfach hinwegintegriert werden, denn wenn eine Funktion fiir einen
einzelnen z-Wert nicht definiert ist, so &ndert dieser unendlich schmale Teil nichts an der Flache.

e Andere Integrationsreihenfolge®:

1 z=b
// yrdrdy = // e dg dy
0 r=a r=a
mlny b
A
0 Iny
1
- /0 Lny}

1

dal0<a<b: = In

0
- 9

Die Stammfunktion ist bei dieser Integrationsreihenfolge unbekannt.
Example 52. Bereichsintegral: Integration iiber einem Dreiecksbereich

Example.
f(zy) =2
Der Bereich, iiber dem integriert werden soll, ist in Abbildung 59dargestellt. Der Bereich lasst sich als Nor-

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 59. Integration iiber einem Dreiecksbereich

malbereich beziiglich der z-Achse auffassen:
y = —x+2
1
= —= 1
Y 5% +

1
Bz{(m,y)|0§x§2; —§x+1§y§—x+2}

Bemerkung: der Bereich B kann auch als Vereinigung von 2 Normalbereichen beziiglich y aufgefasst werden
(jedoch nicht als ein Normalbereich beziiglich y; vgl. Abbildung 59). Die Summe der Bereichsintegrale iiber
diesen Teilbereichen ware identisch mit dem Bereichsintegral {iber dem Bereich als Normalbereich beziiglich x:

AR RL

x
Sunter Verwendung von y* = eln(y?) = gzlnw
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Dieser Rechenweg wire sinnvoll, wenn die Integration beim Bereichsintegral beziiglich x nicht durchgefiihrt

Werden konnl e.
/ /
B

O\l\’)
@\
Il <
| I
W= 2-‘3
8
RS
)
o
<
QU
N
QU
)

I
o\
()
| — |
HM
S
[\v]
_ 1
S
|
|
I— 8
8 +
T N
AR
QU
53

Y=—737
m2
B /2 22 (22 — da +4) $2<I—$+1) p
= 2 2 v
/2 ,’E4 1,3 42 .’IJ4 LL'3 .’L’2
= 4T ) dx
o \ 2 2 2 8§ 2 2
— /2 %_3_‘%.24_% dx
S U8 2 2
3 [zt
= 50%—x3+x2dm
3[25 2 23]°
- 5[%‘2*?}0
2
5

Example 53. Bereichsintegral iiber einem Normalbereich beziiglich y

Example.
fxy) =y* +ya

Der Bereich, iiber dem integriert werden soll, ist in Abbildung 60 dargestellt. Der Bereich wird geschickterweise

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 60. Beispiel fiir einen Normalbereich

als Normalbereich beziiglich y aufgefasst, um ihn nicht in zwei Normalbereiche beziiglich x aufteilen zu miissen.

B={(z,y)|1<y<2;0<az<y’}

2 x:yz
(11) / / V+yzdedy =
1 x=0

229
20
Man sieht in Gleichung 11, was die Integrationsgrenzen x = 0 usw. bedeuten: In der Stammfunktion muss die

Variable x durch diese Grenze ersetzt werden, da ja zu dx integriert werden sollte.

16. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

16.1. Grundbegriffe.

Definition 29. Differentialgleichung n-ter Ordnung
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Definition. Eine Gleichung der Form
(b ('r’y?y/?"' ’y(n)> = O

heift Differentialgleichung (DG) n-ter Ordnung. Zum Beispiel: y” -y + x — y’2% + 5 = 0 ist eine Differential-
gleichung 2-ter Ordnung, denn die Ableitung vom hochsten Grad ist 3", also vom zweiten Grad.

Definition 30. Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

Definition. Eine Losung einer Differentialgleichung ist eine Funktion y = f(z), fiir die gilt:

@ (2.f (@), f @), [0 (@) =0

Die »aufgeldste« Form 3™ = ¢ (x, Yy, ... ,y("‘l)) heifst explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung. Diese
Auflésung ist nur in manchen Féallen moglich. Jede andere Form heifst implizite Differentialgleichung n-ter
Ordnung,.

Man unterscheidet gewohnliche und partielle Differentialgleichungen; letztere werden hier nicht behandelt.
Partielle Differentialgleichungen enthalten mehrere unabhéngige Variablen und partielle Ableitungen. Beispiel:
:r~zm+3yzf3yzzyf5:0

Gesucht ist hier eine Funktion z = f (x,y), die diese partielle Differentialgleichung erfiillt.
Example 54. Beispiel fiir gewohnliche Differentialgleichungen
Example.
y =2z
Es ist eine explizite Differentialgleichung (aufgeldst zur hichsten Ableitung) erster Ordnung (denn die hochste
Ableitung ist erster Ordnung).
Example 55. Beispiel fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Example.
y/l — 2
Eine explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Example 56. Beispiel fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Example.
y//y + 1 — y/
Eine implizite (nicht nach der Ableitung vom hiochsten Grad aufgelost!) Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Aufgabe im Zusammenhang mit Differentialgleichungen: Bestimme die Losungsschar (d.h. die Menge aller
Funktionen y = f (x)), die eine gegebene Differentialgleichung erfiillen und deren Eigenschaften. Hier wird auf
das Erfiillen der Eigenschaften weniger Riicksicht genommen. Differentialgleichungen haben also im Normalfall
unendlich viele Funktionen, die sie 16sen.

Example 57. Losungsschar einer Differentialgleichung

Example.
y =2z

Losungsschar: Die Losungsschar ist y = 22 + C. C wird hier »Scharparameter« oder auch wie frii-
her »Integrationskonstante« genannt. Fiir die Parameter muss stets ihre Definitionsmenge angegeben
werden, hier C € R.

Eigenschaften: Die Losungsschar stellt alle zu y = 2? deckungsgleichen und nach oben ge6ffeneten
Parabeln mit Scheitel auf der y-Achse dar.

Spezielle Losung: Zum Beispiel y = 22 + 5.

Manchmal sucht man nicht eine Losungsschar, sondern nur eine spezielle Losung (auch » partikulire Losung«
genannt).

Wichtige Anderung in der Nomenklatur: Das Losen von Differentialgleichungen wird in der Regel als »inte-
grieren« bezeichnet. Die Berechnung eines unbestimmten oder bestimmten Integrals heifft dann »quadrieren«
(vor dieser Begriffsinderung war das »integrieren«).

Example 58. Losen einer Differentialgleichung
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Example.
y/l — 2
Durch zweimaliges Quadrieren nach x dieser Gleichung (vorher »Integrieren«) erhélt man die Losungsschar:
y=2a>+Crz+ Cy

Bei jedem Schritt der Quadratur entsteht dabei eine neue Integrationskonstante (bzw. Scharparameter). Ei-
genschaften der Losungsschar: Es handelt sich um alle zu y = 22 deckungsgleichen und nach oben gedffneten
Parabeln der (z,y)-Ebene. Den Scheitel S erhiilt man durch quadratische Ergénzung:

Yy = 1’2+01$+CQ

ci\? [0\’

o1\ ? o1\ ?
() e (5)

Der Scheitelpunkt kann hier abgelesen werden als S = (—%; Cy — (%)2), denn diese Parabel wird durch

x + % gegeniiber der Normalparael um % nach links und um Cs — (%)Qnach oben verschoben. Damit ist
jeder Punkt der (z,y)-Ebene Scheitel einer Parabel der Losungsschar. Diese Untersuchung der Eigenschaften
hilft zur Unterscheidung dieser Losungsschar von der aus Beispiel 57.

Definition 31. Allgemeines Integral der Differentialgleichung

Definition. Eine Funktion der Form y = f (x,Cq,...,Cy) heilt allgemeines Integral (auch »allgemeine Lo-
sung«) der Differentialgleichung n-ter Ordnung, wenn sie fiir jede Wahl (es gibt hiervon gelegentlich Ausnah-
men!) der Konstanten Cy,...,C, € R eine Losung der Differentialgleichung liefert. Diese Losung ist dann die
sog. spezielle oder partikulére Losung.

Definition 32. Singuldre Losung

Definition. Eine Lésung, die sich nicht durch spezielle Wahl der Konstanten Cy,...,C,, € R aus dem allge-
meinen Integral gewinnen liisst, heifit singulire Lésung (auch »singulires Integral«).”

Es gibt keine universelle Methode zur Losung einer Differentialgleichung. Je nach Typ gibt es verschiede-
ne Methoden, weshalb dieses Gebiet mathematisch sehr umfangreich ist. Es gibt prinzipiell unendlich viele
Losungsverfahren, von denen natiirlich viele noch nicht entdeckt sind.

Definition 33. Anfangswertproblem

Definition. Ein Anfangswertproblem liegt vor, wenn zu einer Differentialgleichung n-ter Ordnung einer spe-
zielle Losung (»ein spezielles Integral«) y = f (z) gesucht ist, die fiir eine (!) Stelle z¢ die Bedingungen (sog.
» Anfangswerte«) y (zo) = o, ¥ (T0) = Yo.1,-- -,y (x0) = Yo.n—1 erfiillt. Man gibt sich hier also bestimmte
Werte yo, ..., Yo,n—1 vor, die die Funktion y = f (z) und ihre Ableitungen an der gewéhlten Stelle x( liefern
sollen.

Definition 34. Randwertproblem

Definition. Ein Randwertproblem liegt dann vor, wenn fiir zwei Stellen x1 # x5 Zusatzbedingungen (die
sog. »Randbedingungen«) fiir die Losungen gestellt sind. Das namensgebende Beispiel ist ein biegbarer und
belasteter Balken, der jedoch an seinen beiden Enden fest aufgehéngt ist.

16.2. Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordung mit getrennten Variablen.
Definition 35. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Definition. Eine Differentialgleichung der Form ' = % (oder j—‘;’ = %) heiftt Differentialgleichung mit

getrennten (bzw. trennbaren) Variablen.

9Die Losung einer Differentialgleichung wird wie hier auch als ihr » Integral« bezeichnet.
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Losungsmethode: »Methode der Trennung der Variablen.

(1) Trennung der Variablen

dy _ g(x)
dx h(y)
Sh(y)-dy = g(z)-do

(2) Quadrieren (d.i. beidseitiges Integrieren). Es muss auch eine Integrationskonstante eingefiigt werden,
jedoch nur einseitig (aufgrund Zusammenfassung der beiden Integrationskonstanten zu einer).

/h(y) dy = /9(17) dx

(12) =H(y) = Gx)+C

(3) Auflgsen. Dieser Schritt kann manchmal nicht durchgefiihrt werden. Also: Wenn mdoglich, die Gleichung
12 nach y auflésen.

Example 59. Losen von Differentialgleichungen mit Trennung der Variablen

Example.
y = ay
dy
Y
(1) Trennen
1
—dy=x-dz
(2) Quadrieren
1
/— dy = /ac -dx
Y
2
=Inly| = % +C
(3) Auflosen
eln|y\ — €§+C
ey = 77
z2
= eC ez
22
y = :tec ez
22
— K-e¢7,KeRK#0

Der gewihlte Scharparameter K kann die Werte von e (die nur positiv sind, aber nie 0) im positiven

und negativen Bereich annehmen. Was ist nun, wenn man K = 0 eingesetzt wird? Die entstehende
Funktion y = 0 ist tatsichlich eine Losung der Differentialgleichung (eine singulére Losung). Damit ist

(I‘,2 . o . . .
y= K- -e7, K € R die explizite Darstellung der allgemeinen Losung.

Example 60. Losen von Differentialgleichungen mit Trennung der Variablen

Example.
y = 2zy
y? +4
(1) Trennen der Variablen

dy y
29 9

dx * y2+4

2
4
yt+e dy = 2x-dr
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244
/y+ dy = /2xd:v

Y
4 2
= y+§ dy = z°+C
1

:>§y2+4-1n|y| = 22+C

(2) Quadrieren

(3) Auflésen nach y: Nicht moglich.
Example 61. Ein Anfangswertproblem

Example.
2zy
= 2y (0)=1
V= y (0)
Der Anfangswert (oder manchmal »die Anfangswerte«) ist y (0) = 1. Zuerst wird die allgemeine Losung
berechnet:
(1) Trennen
1 2z
—dy = ———d
Y LR

(2) Quadrieren
In |y :1n|x2+1| +C
(3) Auflosen

eln\y\ _ BC' |l‘2+1|
ol = €l
y = iec-‘xQ—i—l’

Da stets 22 + 1 > 0, kann der Betragsstrich wegbleiben:

y = +e¢ (a:z + 1)
Zunichst wird wieder ein K € R, K # 0 gewéhlt. Nach der Sonderbetrachtung fiir K = 0 ergibt sich,
dass sich auch fiir K = 0 eine Losung ergibt:

y=K(2*+1), KeR
(4) Anfangswerte x = 0, y (0) = 1 in die allgemeine Losung einsetzen, um die spezielle Losung zu finden:
1=K-1=K=1
Also folgt:
y=a>+1

ist Losung des Anfangswertproblems.
16.3. Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen.
Definition 36. Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen
Definition. y' = f (%) heift Ahnlichkeitsdifferentialgleichung oder gleichgradige Differentialgleichung.

Losungsverfahren.

(1) Substitution mit ¥ = u (), um die Differentialgleichung in eine andere zu transfomieren, die hoffentlich
einfacher zu 16sen ist. Daraus folgt fiir die Substitution von 3’:

Y
u(z) = 2
@ = &
=y = zu
=y = u+tazu

/

Differenziert wurde hier nach der Produktregel (uv)’ = /v 4+ uv’; beachte: (z)" = 1.

(2) Durchfiihren der Substitution in der Differentialgleichung:
vty = f(u)
fu)—u

xT

=4 =
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(3) Trennung der Variablen. Diese Differentialgleichung kann nun nach der Methode der Trennung der
Variablen integriert werden:
1

fu) —u

(4) Riicksubstitution und nach y auflésen, falls moglich.

1
du = —dx
T

Example 62. Losen einer Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

Example.
,_x+4y

xT

Man erkennt oft nicht zu Anfang, dass eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung vorliegt. Also sind Umformungen
notig:

y =1+4.-7
x
(1) Substitution
(13) u = %
(14) Sy = zu
(15) =y = u+azu

(2) Einsetzen der Gleichungen 13 und 15 in die Differentialgleichung:

utazu = 14+4-u

Sz = 14 3u

ey — 1+ 3u
o x

(3) Losung nach der Methode der Trennung der Variablen:

du  1+3u
de x
1 1
& du = —d
1+ 3u " P
1 1
du = —d
:>/1+3u b /x v
1
©§1n|1+3u\ = Injz|+C
< In (|1—|—3u|%) = Injz|+C
(4) Riicksubstitution und nach y auflésen: Zuerst nach u auflosen:
In|l+3u/s = Inlz|+C
<:>eln|1+3u|% _  nlzl+C
& Y1 +3u = |z|-e”
& 1+3u = .|z
& 14 3u +e3¢ . |z)?
e1+3u = +3°.2°mit CeR
3u = ka*—1mitkeR, k#0
1
= Z(k 3 -1
wo= (ko)
Dann die Riicksubstitution:
Y 1 3
= = —(kx® -1
. 5 (ka” —1)
1
y = g(ka:‘lfx) mit Kk €R, k#0

Jetzt soll gepriift werden, ob k£ = 0 nicht doch eine Lésung der Differentialgleichung ist. Dazu setzt man

die fiir £ = 0 entstehenden Funktionen y = — %x und 3’ = —% in die urspriingliche Differentialgleichung
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ein und priift, ob eine wahre Aussage entsteht:

1 rea(h)
3 T

=4 L 1 4
3 3
1 1

&-- = —=

Damit folgt fiir die allgemeine Losung der Differentialgleichung:

1

y:§(Kx4—x), KeR

Example 63. Ein Anfangswertproblem

Example. Die Differentialgleichung ist:

’_ z? + 6y?
- 3ay
Der Anfangswert sei:
y(1) =1
(1) Umformen in eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung
o 2w
vo= 3y + 3x
1
y, = — . E + 2 . g
3 vy T
(2) Substitution:
u="2
x
also
y = au
=y = u+tazu
(3) Einsetzen in die Differentialgleichung;:
11
u+azu = 3 a+2u
, 11 n 1+ 3u?
' = - —+4u=
3 3u
) 1+3u? 1
u = —
3u T
(4) Trennung der Variablen
3u 1
1o 302 +3u2du = de
1 6u
1
Eln’1—|—3u2‘ = Inlz|+C
In |1+ 3u2| = In|z|” +2C

Die Betragsstriche sind nicht notwendig, denn 1 + 3u2 > 0 und In |90|2 > 0. Es wére also falsch, beim

Weglassen der Betragsstriche auf der anderen Seite + zu schreiben!

ln(1—|—3u2) = Inz?>+C
14+3u? = 22.¢¢
3u = Kz?—1mit K >0
1
v o= g(KxQ—l)mitK>0

u = =+ (K22 — 1)mit K >0

1
3
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1
% = #/5 (K - D mit K >0

1
+z g(Ka?Q—l)mitK>O

(5) Riicksubstitution

Y

K =0 ist keine Losung, denn sonst wiirde das Argument der Wurzel —%.
(6) Anfangswerte einsetzen: zo = 1 und y (zg) = 1 in die allgemeine Losung einsetzen:

1 = ilﬂ%(Klel)

sS1 = %(K—l)
s K = 4

Die Losung des Anfangswertproblems ist also:
y = txy/(42? — 1)

Die negative Losung scheidet aus, day (1) = 1 > 0 gelten muss. Die Losung eines Anfangswertproblems
kann stets nur eine Funktion sein, deshalb muss (!) eine Losung falsch sein. Damit ist die Losung des
Anfangswertproblems endgiiltig:

y=xy/(42? - 1)

16.4. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung (Methode der Variation der Konstanten).
Definition 37. Inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung (IDG)
Definition.
v +p@)y=q@)
heiflt inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Die rechte Seite heift Storglied (aufgrund

Anwendung in der Schwingungsberechnung, bei der die Schwingung von dieser rechten Seite erzwungen wird).
Inhomogen heiftt sie deshalb, weil auf der rechten Seite eine Funktion steht.

Die Bestimmung der allgemeinen Losung der inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung geschieht,
indem zuerst die entsprechende homogene Differentialgleichung erster Ordnung gel6st wird.

Definition 38. Homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung (HDG)
Definition.
y+p(@) - y=0

heifst homogene Differentialgleichung erster Ordnung. Sie wird mit der Methode der Trennung der Variablen
gelost:

vy = —r@)-y
= y _ (x)
dr p Y
1
=—-dy = -—-p(z)-dz
Y
g = - [p@)ds+C
|y| _ e—_f p(x)dz+C
y = :teC e [ p(z)dx
y = K e/ p@)de fiir K#0

Ist nun auch K = 0 eine Losung? Dazu muss gepriift werden, ob die entsprechenden Funktion y = 0 und
y' = 0 Losung der urspriinglichen Differentialgleichung sind. Dies ist tatsachlich der Fall. Also ist die allgemeine
Losung der homogenen Differentialgleichung:

(16) y=K-e /P@d it ke R

Example 64. Losung einer homogenen Differentialgleichung erster Ordnung
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Example.

y+ay = 0
y o= —ay
Man konnte diese Gleichung auch mit der oben hergeleiteten Formel 16sen, hier jedoch wird das allgemeine
Verfahren der Trennung der Variablen angewandt:

ldy = —xdx
’ 2
Inly| = —% +C
yl = O
y = :l:ec~e*§
y = K-e_% mit K e R

Example 65. Losung einer homogenen Differentialgleichung erster Ordnung

Example.
(®+1)y +2y = 0
y = ry
x2+1
dy —x
de 22417
1 —T
—dy = —d
/y Y /x2+1 !
1
Inly] = —iln‘mQ-l-l‘-l-C
1
lyl = - (2 +1)®
_1
y = j:ec~(:52+1) 2
= K-(z*41) *mit K eR

Die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat eine allgemeine Lésung. Die Losung der in-
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung setzt sich aus dieser Losung und einer weiteren als
Summanden zusammen.

Definition 39. Losung des Anfangswertproblems einer Inhomogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung

Definition. Seien p(x), ¢ (z) stetig auf [a;b]. Dann hat jedes Anfangswertproblem
¥ +p(@)y=q@), y(®0) =10, xo € [a;0], yo €R
genaue eine Losung y = y (z). (Hier ohne Beweis).
Definition 40. Allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung
Definition. Sei yp eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
y' +p(@)y=q(z)
und yg die allgemeine Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung
y +p(x)y=0

Dann ist y; := yp + yy die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.
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Beweis dieses Satzes. Sei yp eine spezielle (feste) Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung. Sei
yr eine beliebige andere spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentalgleichung. Es gilt:

I yp+p(@)yr=q()
IT:  yr+p(x) yr=q(x)
IT-1:  yr—yp+p(@) - (yr—yp)=0
YH = Y1 — Yp ist also die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung.
= Y1 =yp+ynm

Es durchlaufe yy nun alle speziellen Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung:

I yg+p@)yn=0
IT: yp +p(x)yp = q(x)
T+ 1I1: yg +yp +p (@) (yw +yp) =q(z)

Also ist yg +yp die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Man benétigt also eine spezielle
Losung yp der inhomogenen linearen Differentialgleichung und kann dann mit dieser Summe alle Lésungen
der inhomogenen linearen Differentialgleichung finden. Wie findet man nun eine spezielle Lésung yp der inho-
mogenen Differentialgleichung?:

Methode der Variation der Konstanten. Dazu betrachte man die allgemeine Losung der homogenen linearen
Differentialgleichung (Gleichung 16):

yg = K - e~ JP@)dr it K e R

Aufgrund von Beobachtungen weiff man nun, dass die spezielle Losung der IDG sich von dieser allgemeinen
Lsung der HDG dadurch unterscheidet, dass K eine Funktion von x ist. Man sucht also eine solche Funktion
K (z), weshalb dieses Verfahren » Methode der Variation der Konstanten« heifst. Also Ansatz:

yp = K (x) - e~ P

Ableiten:
y;a — Kl (x) e [ p(:E)dw —-p (CC) K (Z') . e_f p(w)dw

Diese Ausdriicke fiir yp und yp miissen als partikuldre Losung die IDG y' + p (z) y = ¢ (x) erfiillen, man setzt
also darin ein. Bei der Vereinfachung muss sich stets der Teil K’ (z) - e~ J p(@)dz wegheben, d.h. hier hat man
eine Kontrollmoglichkeit seiner Rechnung:

K () e P08 (@) () e PO () K () e TP =g (o)
o K (z)-e” I P@dr = g ()

Auflésen nach K':
K' (z) =q(z)- el p(x)dz

und Quadrieren:

K (z)= /q (z) - el @)z gy

Hier wurde die Integrationskonstante auf C' = 0 gesetzt, denn wir wollen ja nur eine spezielle Losung der IDG
finden. Die gefundene Funktion K (z) setzt man nun ein in den Ansatz yp = K () - e~/ p(@)dz,

Example 66. Losen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung

Example. Inhomogene lineare Differentialgleichung;:

Y +ry=(x+1)-e

zugehorige homogene lineare Differentialgleichung;:

Y +ay=0
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Man konnte zur Losung der homogenen linearen Differentialgleichung auch die allgemeine Formel (Gleichung
16) verwenden. Hier iiber das allgemeine Verfahren der Trennung der Variablen:

Yy = —uwy
@ldy = —xdzx
Y
=Inly] = —%Q—FC
sl = T
=y = j:ec~e_§
Syy = K-eo% mit KeR

Bestimmen einer speziellen Losung der IDG nach der »Methode der Variation der Konstanten«: Ansatz:

22
yp =K () e =
Ableiten:
12 :E2
yp=K' ()-e7 7 —x-K(z)-e =

Einsetzen von y,, yp in die IDG:

M

. 2

K1) e % —o-K@e s +z-K(@)e s = (+1)e”
@K'(x)f*% = (z+1)¢€”
oK' (@) = (z41)e%
= K(z) = e””Jr%
In den Ansatz einsetzen: , ,
yp = T e T = oF

Daraus folgt nach 40 fiir die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

yr = yp+tym

— ¢ +K.e% ,KeR

Example 67. Losen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
Example. Die inhomogene lineare Differentialgleichung sei:

(2 + 1)y + 2y = 20/22 + 1
Diese muss zuerst in die Form ¢ + p (z) y = ¢ (z) gebracht werden:

VY Y

Die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung ist dann:

T

vt 22+17 7 0
(1) Losen der homogenen linearen Differentialgleichung (» Methode der Trennung der Variablen«)
, x
y = *my
& édy = —%ﬂdw
=Inly] = —%ln‘xQ‘—l—l’—l—C
= ln(x2+1)7%+0
syl = eC~(x2+1)_%
=y = :I:ec-(a:2—|—1)_%
=yg = K- 1 KeR

V2 +1’
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(2) Methode der Variation der Konstanten: Ansatz
1

x2+1

yp = K'(z) (2*+1)

(17) yp = K(z)-

_3
2

3 1 2
—=(22) - K () - 1
5 (22) K () (2 +1)
(3) yp und y% in die inhomogene lineare Differentialgleichung einsetzen. Ergebnis nach Vereinfachung:

1 1
2 2

K'(z)- (2° + 1) = 2z- (2 +1)
s K(r) = 22
=K(zx) = 2°
(4) K (z) in den Ansatz (Gleichung 17) einsetzen:
1
yp = a°

x? +1
(5) Allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung berechnen:
yr = Yp+UYH
2+ K
— L 7K cR
x?+1

Zusammenfassung der wesentlichen Schritte zur Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung. Ge-
geben sei die inhomogene lineare Differentialgleichung

Y +p(x)y=q(x)

(1) Bestimme die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ' + p () y = 0. Nach
der Losungsformel direkt anzugeben als:

yy = K - e~/ p@)de
(2) Ansatz (»Methode der Variation der Konstanten«):
yp = K () - e~ J p(z)dz
liefert
K'(z)-e”JP@de — ()

= K(z) = /q (z) - el P@)dz gy

(3) K (z) einsetzen in den Ansatz yp liefert yp
(4) Die Allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist dann
Y1 =yp +ymH

Example 68. Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung mit gekiirztem Verfahren

Example.

y +y-tanx =
cosx

(1) Bestimme die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

, sin x
Y+

=0
cos T

Diese ist:

sin

YH = K . e_f cos x
- K. eln\cos:c|

K - |cos x|

= K-cosx

(da K € R).
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(2) Ansatz (Methode der » Variation der Konstanten«): Dazu einsetzen in die Formel:

K’ (x).e—fp(x)dar = q(a)
S K@) = ql)-el 0
1
_ . o~ Infcosz| _
2(z) - @) oova
1 1

cosz  |cos |

_ { @fur cosz >0
— oz flir cosx <0

tanz fiir cosz > 0
{ —tanx fiir cosz <0

—tanz -cosx = —sinz fir cosz <0

]

tanzx - cosx = sinx fir cosxz > 0
Yyp =

Intervalle in denen cosx > 0 sind z.B. x € [—%;
Intervalle in denen cosx < 0 sind z.B. x € [g, 37”
(4) yr=yp +yu

vl

—

_ sinx + K - cosz fir cosz >0
YI'=9 _ginz + K -cosz fiir cosz < 0

16.5. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten.
Definition 41. inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffitienten

Definition.
any™ + an_1y™ Y+ ay +ay=f (z) ,a;, € Rya, #0
heifit inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung'® mit konstanten Koeffitienten. (IDG)

Definition 42. homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffitienten

Definition.

any™ + an_1y™ Y 4.+ aly/ +apy=0,a; € R,a, #0
heiftt homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffitienten (HDG). Sie hat auf
der rechten Seite keine abhingige Funktion, sondern eine 0!

Definition 43. Struktur der allgemeinen Losung der HDG

Definition.

yu =Ciyn + Coyo + ... + Coyn ,Ci €R
Das heifst: Jede spezielle Losung ist (aufgrund der Struktur der allgemeinen Losung) eine Linearkombination
von n speziellen Losungen y1,ys, - .., Yy, die eine sogenannte Losungsbasis bilden.

16.5.1. Allgemeine Lisung der homogenen linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten: Bestimmung der Losungsbasis. Viele Verfahren bei der Lésung von Differentialgleichungen basieren
auf Ansétzen, die durch Erfahrung mit entsprechenden Aufgaben ermittelt wurden. Also Ansatz: Wir nehmen
an, jede spezielle Losung habe die Gestalt y = e* () ist eine bisher unbekannte Konstante). Diese Annahme
ist mit x € C stets richtig. Man muss nun die ersten n Ableitungen dieses Losungsansatzes bestimmen:

y = 6)\:1:
y/ _ Ae)\x
y// _ )\26/\;c
y(n) _ )\ne)\z
Diese Ableitungen werden in die HDG eingesetzt:
ap A" e 4+ an A NI £+ ag e 4 ape™ = 0 |: e
(18) S ap A"+ an NP+ a+ag

10Dje Symbolik y(™) meint dabei: Ableitung n-ter Ordnung von y.
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Die Gleichung 18 heifit charakteristische Gleichung der HDG. Ihre Losungen sind die Nullstellen eines Polynoms
n-ter Ordnung. Es hat nach dem Fundamantalsatz der Algebra n Losungen in R und C, wobei Vielfachheiten
von Losungen vorkommen kdnnen. Fiir jede dieser Losungen ergibt sich eine spezielle Losung der HDG, und
aus der Linearkombination dieser speziellen Losungen dann die allgemeine Losung der HDG.

Seien also Aq,..., A, die Losungen der charakteristischen Gleichung. Nun werden 3 Félle unterschieden:
(1) Aq,..., A, seien alle verschieden und reell. Man bestimme sie und kann dann leicht die Funktionen
angeben, die die Losungsbasis bilden:
Y1 = e)\lfﬂ, Y2 = e>\217 ceey Yn = eARI
(2) A1, ..., A\, seien alle verschieden, manche davon komplex. Es gilt ja immer: tritt eine komplexe Losung

auf, so ist die konjuguiert komplexe Zahl auch eine Losung. Also: sei A, komplex und A\, die zu A,
konjugiert komplexe Zahl, d.h. (mit j = /—1'")

A o= a+j-p
>‘V+1 = a—j-f
Die Losungsbasis 1, . .., y, ergibt sich dann aus Bestandteilen fiir komplexe A,
Y, = e .sinfx
Yop1 = e*-cosfx

und aus Bestandteilen fiir reelle \; wie im ersten Fall:

y; = eM”
(3) A1,..., A, seien nicht alle verschieden (reell oder komplex). Die einfachen Nullstellen X, (reell oder
komplex) ergeben sich wie in den vorigen beiden Fille. Fiir vielfache Nullstellen gilt:
Sei A\, = Ayy1 = ... = Auqr. Man bilde y, geméf dem ersten oder zweiten Fall. Dann gehéren zur
Losungsbasis:
Yv

Y41 = T Yo

Yoz = 2oy

Yv4r = x" - Yv

Ferner gehoren alle Funktionen y, zur Losungsbasis, die man aus den einfachen Nullstellen A, geméf
dem ersten oder zweiten Fall erhalt.

Example 69. Losen einer HDG mit einfachen, nicht komplexen Nullstellen der charakteristischen Gleichung

Example.
y" =3y —y +3y=0
Daraus ergibt sich die zugehdrige charakteristische Gleichung
N =3\ -A+3=0
Deren Nullstellen ergeben sich zu:
MA=3)—(\-3)
& (N-1)(A-3)
SA+1D)A=-1)(A=3) = 0
M=—-1 =1 A3=3

Die Losungsbasis ist damit:

Yy = €
ya = €
ys = €

Und die allgemeine Losung besteht aus Linearkombinationen der Losungsbasis:
yu =C1-e “+Cy-e” +Cy-e3

Example 70. Losen einer HDG mit einfachen, auch komplexen Nullstellen der charakteristischen Gleichung

HBej Differentialgleichungen wird wie in der Elektrotechnik die komplexe Elnheit ¢ meist als j geschrieben. In der Elektro-
technik wurde dies eingefiihrt, um die komplexe Einheit von der Stromstérke I zu unterscheiden.
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Example.
y/// _ 4y// + 133// -0
Die charakteristische Gleichung ist dann:

M 4N 4131 = 0
AN —4x+13) = 0
Ao =0
Aoz = 2+£V-9=243j
Die Losungsbasis ist dann also:
y1 = 1
yp = e>*sin3x
ys = e>*Tcos3x

Und die allgemeine Losung ergibt sich aus der Linearkombination der Lésungsbasis:
yr = C1 + Ce?® sin 3z + C5e>® cos 3z

Example 71. Losen einer HDG mit mehrfachen, komplexen Nullstellen der charakteristischen Gleichung

y(4) +4y/// +8y” + 8y’ +4y =0
Die charakteristische Gleichung mit ihren Nullstellen ist dann:

AM4AN3 48\ 48 +4 = 0
e (M+22+2)7 = 0
AM=X = —-1+v-1=-1+4j

A=A = —1—v/I=-1—j

Jetzt konnen die Elemente der Losungsbasis angegeben werden als:

y1 = € “sinzx
Yo = we Tsinx
ys = e “cosx
Yya = we Ycosx

Und die allgemeine Losung ergibt sich zu:

yg =C1-e Psinx+ Cy-xze Tsine +Cs-e “cosx + Cy - xe T cosx

16.5.2. Allgemeine Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Das Verfahren wird »Storgliedansitze« genannt, denn die Funktion auf der rechten Seite heifst
Storglied.

Definition 44. Allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichungen n-ter Ornung mit kon-
stanten Koeffizienten

Definition. Sei yp eine partikulire (auch »spezielle«) Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
(IDG)
anty™ + an_1y™ Y + .+ a1y +agy = f (z) ,a;, € R,a, #0
Sei yy die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung
any(”) + an,ly(”_l) + ...+ aly/ 4+apy =0,a; € Rya, #0
Dann ist
Yyr:=yp +yu
die allgemeine Losung der IDG.

Zur Berechnung der speziellen Losung yp gibt es auch hier eine Methode der Variation der Konstanten'?.
Fiir viele hiufig auftretende und damit praktisch relevante Félle (»Standardfille«) sind die sogenannten
Storgliedansdtze besser. Dabei nutzt man, dass in diesen Standardfillen das Storglied eine bestimmte Ge-
stalt hat:

[ ] bm$m++b11}+b0

124ie bei inhomogenen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung; siehe Kapitel 16.4.
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Ansatz: (d.h. y kommt in der Differentialgleichung vor)
B,,x2™ + ...+ Bix + By
Ansatz im Resonanzfall: (d.h. y,7/,...,y*~1 fehlen in der Differentialgleichung)
(Bpaz™ 4 ...+ Bixz + By) 2”

° beax
Ansatz: (d.h. e*” ist keine Losung der HDG)
BeOéI
Ansatz im Resonanzfall: (d.h. e** ist Losung der HDG und « ist k-fache Nullstelle der CH)
Beoka

(bx™ + ...+ brx + by) be™*
Ansatz: (d.h. e*® ist keine Losung der HDG)

(Bmz™ + ...+ Biz + By) e™”
Ansatz im Resonanzfall: (d.h. e®® ist Losung der HDG und « ist k-fache Nullstelle der CH)
(Bpz™ + ...+ Biz + By) e“*x®

b1 cos (6z) 4 be sin (Sz)
Ansatz: (d.h. cos(fz) und sin (8z) sind keine Losungen der HDG)

By cos (B8z) + Basin (Bx)

Ansatz im Resonanzfall: (d.h. cos(fz) oder sin (8z) sind Losungen der HDG; und A = a + j3
sind k-fache Nullstellen der CH)

(Bj cos (fz) + By sin (fz)) z*

(b1 cos (Bz) + by sin (Bx)) e**
Ansatz: (d.h. e** cos (8x) und e*® sin (Bz) sind keine Losungen der HDG)
(B1 cos (Bx) + Baysin (fz)) e**
Ansatz im Resonanzfall: (d.h. e®® cos () oder e*® sin (Bx) sind Losungen der HDG; und A\ =
a + jf3 sind k-fache Nullstellen der CH)
(Bj cos (Bx) + Bysin (Bx)) e*®a”

Zu diesen Storgliedansétzen: wenn y in der IDG fehlt, so spricht man von einem Resonanzfall. Das heifit:
Anregung schwingender Korper durch Schwinigungen gleicher Frequenz. Im Resonanzfall sucht man sich die
héchste Ableitung y*~1 | die auch noch fehlt und kann dann den Ansatz aufstellen:

2% (Bpa™ + ...+ Bix + By)

Ist das Storglied eine e-Fuktion be®*, so spricht man dann von einem Resonanzfall, wenn e** gleichzeitig
(spezielle) Losung der homogenen Differentialgleichung ist. Sei « eine k-fache Nullstelle der charakterischen
Gleichung, so ist der Ansatz im Resonanzfall:

Be®® l‘k
Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung heifsen auch Schwingungsgleichungen, weil mit ihnen Schwingun-
gen beschrieben werden koénnen.

Example 72. Losen einer IDG mit Storgliedansatz
Example. Die inhomogene lineare Differentialgleichung ist:
y' 42y =2 +2r+4

Hier soll gezeigt werden, wie man eine spezielle Losung yp findet: Weil das Storglied ein Polynom ist, vermutet
man, dass auch yp ein Polynom von gleichem Grad sein muss. Denn es kann z.B. keine e-Funktion sein, weil
deren Ableitungen nie 0 werden, die dritte Ableitung des Storgliedes jedoch 0 ist. Also Ansatz, entsprechend
der Liste der Sorgliedansétze:

yp = Bz’ + Bix+ By
yp = 2Byr+ B
yg = 2B2

Diese drei Gleichungen nun in die IDG einsetzen (Vorsicht vor Rechenfehlern!):

2By + 2Box? 4+ 2Byx + 2By = 22 + 22 + 4



VORLESUNGSMODUL MATHEMATIK 2 - VORLMOD MATHE2 - 67

Loésung mit dem Koeffzizientenvergleich: Dazu sortiert man zuerst nach Potenzen von x:
2Byx? 4+ 2Byx + (2By + 2By) = 2% + 22 + 4

Diese Gleichheit kann nur gelten, wenn die Koeffizienten gleich sind (allgemein beweisbar iiber den Hauptsatz
der Algebra). Also Gleichsetzung der Koeffizienten:

1
2B, = 1:>BQZ§
231 == 2:>B1:1
2By +2By = 4:>2B():3:>B0:;

Damit ist die partikuldre Losung gefunden:

12+ +3
= —x T+ =
yp B 5

Um die allgemeine Losung der IDG zu finden, bendtigt man nun noch die allgemeine Losung yp der zugehorigen
HDG:

y'+2y = 0
NM+2 =0
A= V2
Ao = —jV2
Damit Losungsbasis der HDG:
1 = e"sin (ﬁz) = sin (ﬁz)
Y2 = COS (\/53:)
Die allgemeine Losung der HDG ist nun:

yg = Cqsin (\/5:5) + C5 cos (\/533)
Und damit ist die allgemein Lésung der IDG:

yr = yp+ym

- %xz +z+ g + C sin (\/ﬁx) + Cy cos (\/ﬁx)

Example 73. Losen einer IDG mit Storgliedansatz
Example. Die IDG sei:
y/// _ 3y// _ y/ + 3y _ 46295
Die zugehérige HDG ist dann:
y/// _ 3y// o y/ +3y=0
Lésungsansatz zur HDG:

M3 -A+3 = 0
MA=3)-(A=3) =0
(AP=1)(A=3) = 0
A+DA-1)A=3) = 0
Moo= -1

Ay = 1

A3 = 3

Damit ist die allgemeine Losung der HDG:
yr = Cre™ % + Coe® + C3e3”

Liegt der Resonanzfall vor? Nein, denn das Stérglied e?? ist keine Losung der HDG. Damit folgt als Losungs-
ansatz und dessen Ableitungen:

yp = Be™
Yp = 2Be*
yh = 4Be*

yy = 8Be*
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Diese Terme werden nun in die IDG eingesetzt:

8Be?” — 12Be*® — 2Be?* + 3Be?® = 4¢*®
—3Be*® = 4e**

—3B = 4

4

B = =3
=yp = —36%

Einsetzen, um die allgemeine Lésung der IDG zu erhalten:
Yyr = Yp -ty
4
= _56238 + Cre™ " 4+ Coe” + 036396

Example 74. Losen einer IDG mit Storgliedansatz

Example. Gegeben ist die IDG:
y" =3y —y +3y=2e""
Die zugehorige HDG ist:
v =3y —y +3y=0
Die charakteristische Gleichung:
A3\ -A+3 =
A+ A=-1)(A=3)
A
Ao =
A3 = 3

|
|
_

Damit ergibt sich die allgemeine Lésung der HDG:
yr = Cre™% + Coe® + C3e3”

Weil das Storglied 2e™7 spezielle Losung der HDG ist, muss der Storgliedansatz fiir den Resonanzfall ver-
wendet werden. Dabei ist &« = —1 = Ay einfache Nullstelle (= & = 1) der charakteristischen Gleichung. Der
Storgliedansatz ist damit:

yp = Be ™"z
Die weiteren Ableitungen:
yp = —Be *x+ Be ®
yp = Be "z+ Be ¥ — Be ”
= Be fx—2Be™ "
yp = —Be "x+ Be *+2Be "
= —Be *+3Be™”
Dies alles einsetzen in die IDG:
—Be ™ Px+3Be™? —3Be *r+6Be "+ Be *xr — Be " +3Be *x = 27
8Be ™ = 277
B - 1L
4
Damit hat man die partikuldre Losung gefunden:
1 —x
Yyp = 16 x

Fiir die allgemeine Losung der IDG ergibt sich dann:

yr = yp+ym

1
= 167961’ + Cre™" + Coe” + C3e®”

Example 75. Losen einer IDG mit Storgliedansatz
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Example. Die IDG ist
y" — Ay + 13y = 782> + 4z +9

Die zugehorige HDG wird gel6st, indem man die zugehorige charakteristische Gleichung 16st:

M 4N 1130 = 0
AN =3x+13) = 0
M o= 0

Aojg. = 2+ V4—-13=243j
Damit ist die allgemeine Losung der HDG:
yu = C1 + Coe** sin (3x) 4+ C3e” cos (3z)

Liegt hier ein Resonanzfall vor, d.h. bei Polynomen: fehlt auf der linken Seite 3?'%. Ja, also Stérgliedansatz
fiir den Resonanzfall:
yp = (BQ.’L'Q + Bix + Bo) T

Die Potenz von x ganz rechts etspricht dem niedrigsten Grad der Ableitungen von y, die auf der linken Seite
der IDG noch vorkommt. Die Ableitungen aus dem Storgliedansatz sind:

yip = 332372 + 2Bz + By
y% = GBQCE + 2B1
yp = 6B
yp, ..., yp einsetzen in die IDG:
6By — 24Box — 8B; + 39Bs2” + 26B1x + 13By = T78z% 4+ 4x + 9
39Bo2? + (—24By + 26B;) x + (6By — 8By + 13By) = 78z +4a+9

Koeffizientenvergleich zur Bestimmung von By, By, Bs: Die Koeffizienten gleicher Potenzen miissen gleich sein,
damit eine Gleichung mit Polynomen auf beiden Seiten erfiillt ist:
39B, = T8
—24B5 + 26 B4
68y —8B; +13By =

Dieses 3|3-LGS (Lineares Gleichungssystem) hat die Losung:

B, = 2
B = 2
By = 1

Damit ergibt sich die partikuldre Losung der IDG:
yp = 22° + 2% +
Und die allgemeine Losung der IDG ergibt sich zu:

Yyr = Yp+UyYH
22 + 222 + 2 4+ C) + Coe** sin (3z) + Cze?® cos (3x)

17. RELATIONEN UND ABBILDUNGEN

17.1. Verwendung. In allen Disziplinen der Informatik, wo man nicht programmiert, wird dieses Thema
benétigt, v.a. in der theoretischen Informatik. In der theoretischen Informatik wird damit z.B. bewiesen, dass
mit jeder Programmiersprache jedes algorithmische Problem gel6st werden kann, sofern sie eine Zuweisung
und eine WHILE-Schleife zur Verfiigung stellt. Und es konnte bewiesen werden, dass mit der Turing-Maschine
alles berechnet werden kann.

13Bei den anderen Storgliedern priift man dagegen, ob das Storglied eine Losung der HDG ist.
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17.2. Grundlagen.
Definition 45. kartesisches Produkt (auch: » Kreuzprodukt«)

Definition. Seien A;, Ao, ..., A, Mengen. Dann ist das kartesische Produkt definiert als:

A; x Ay X ... XAn = {(Ih...,In) | x; Equ, 1= 1,2,...,71}
Dabei nennt man (z1,...,x,) ein n-Tupel. Fiir gleiche Mengen A schreibt man das kartesische Produkt (mit
n Faktoren) als:

A" = Ax Ax ... x A

Definition 46. Relation und darauf erklirte Operationen

Definition.
RCA xAsx...xA, (n>1)

heifit n-stellige (oder n-nire) Relation iiber Aq,..., A,. Eine Relation ist also eine Menge! Deshalb sind auf
einer Relation stets die folgenden Mengenoperationen erklart:

(1) RiURy

(2) RiNRy

(3) R C Ry

(4) leere Relation

(5) Ist R C Ay x Ay x ... Ay, dann heift R := {(21,...,2,) € A1,..., Ay | (¥1,...,2,) ¢ R} Komplement

von R.
Definition 47. Notation der Tupel einer Relation

Definition. Sei R C A x B eine zweistellige (auch »binére«) Relation {iber den Mengen A, B. Fiir (x,y) € R
schreibt man auch zRy.

Example 76. Relation, Notation der zugehorigen Tupel als xRy nach Definition 47

Example.
R :={(z,y) | x teilbar durch y; z,y € Z} CZ x Z
D.h. diese Relation ist eine Teilmenge von Z x Z. Dann steht xRy fiir die Eigenschaft »x ist teilbar durch y«.

Example 77. Relation, Notation der zugehorigen Tupel als xRy nach Definition 47

Example.
R ={(z,y) |z <y; z,y e R} CR xR
2R’y steht dann fiir x < y. Hier wurde eine bekannte Relation < nur umbenannt.

Example 78. Eine ternidre Relation tiber R

Example.
R'={(z,y,2) |z +y=2; x,y,2 € R} CR3
R ist eine dreistellige (ternére) Relation iiber R.

Definition 48. n-stellige Relation iiber A

Definition. R C A™ nennt man eine n-stellige Relation iiber (auch: »auf, »in«) A.
Im Folgenden werden nur binére Relationen behandelt.

17.3. Produkt von Relationen, Assoziativitit des Produktes.

Definition 49. Produkt von Relationen

Definition. Seien Ry C A; X Ag, Ry C As x Az. Ihr Produkt (auch: » Komposition«) ist
RioRy :={(x,2)} | 3, ((z,y) € Ri A (y,2) € Ry)

Zeichen:

J: »es existiert« oder »es gibt« ein. In Literatur auch \/.

V: »fiir alle«. In Literatur auch A.

At logisches »und«

V: logisches »oder« (d.i. ein inklusives, kein exklusives »oder«).
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Bemerkung: Ry o Ry kann leer sein! Doppelte Elemente sind zu streichen. Formulierung in Worten:

TR o Ryz & es existiert ein y mit xR;y und yRoz

Bemerkung: Im Allgemeinen ist das Produkt nicht kommutativ:
RioRy; # Ryo Ry

Example 79. Produkt von Relationen

Example. Gegeben ist

A = {ai,a2,a3}

B = {by,by,b3}

C = {c,c}

Ri = {(a1,b1),(a1,b2), (a2,b3), (as, b2)}
Ry = {(b1,c1),(b1,¢c2),(b2,c2)}

Das Produkt der Relationen ist:
RioRy = {(a1,¢1),(a1,¢2),(a1,¢2), (a3, c2)}
= {(a1,¢c1), (a1, ¢2), (as, c2)}
Definition 50. Assoziativgesetz
Definition. Das Produkt von Relationen ist assoziativ:
(Ry0oR3)oR3 =Ry 0(RyoR3)

Beweis. Die Gleichheit von Mengen wird normalerweise bewiesen, indem man zeigt, dass die Menge A; in A,
enthalten ist und umgekehrt. Hier erfolgt ein anderer Beweis, der manchmal auch méoglich ist:

(a,d) € (Ry 0 Ry) o Rs
per definitionem des Produktes gilt dann:
< 3. ((a,c) € Ry o Ry A (c,d) € R3)
und nach demselben Prinzip in weiterer Verfeinerung:
< 3. (((a,b) € Ry A (b,c) € Ry) A (c,d) € R3)

da das logische »und« assoziativ ist (in »und«-Verkniipfungen miissen keine Klammern gesetzt werden!), gilt
daher dquivalent:

< d.((a,b) € Ry A((b,c) € Ry A (¢,d) € R3))
< 3.((a,b) € Ry A (b,c) € Ry 0 R3)
= (a,d) €ERo0 (R2 o Rg)

qed.

17.4. Inverse Relation.

Definition 51. Inverse Relation

Definition. Sei R C A x B. R™!:={(b,a) € R} heift zu R inverse Relation.

Beispiel: Die Relation < ist in R die inverse Relation zu >.

Definition 52. Eigenschaften der inversen Relation

Definition. Seien R;, Ry Relationen iiber A. Das heifit: Ry C A x A und Ry C A x A. Dann gilt
(19) (RioRy)™ =Ry o Ry

und zugleich
(B =
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Beweis von Gleichung 19 aus Definition 52.

(a,¢) € (RioRy) ™"

%:eg(c,a) € Rio Ry

< 3 ((¢,b) € Ry A (b,a) € R)

& 3 ((b,c) € Ry A(a,b) € Ry
& 3y ((a,b) € Ry' A (byc) € Ry
g(a,c) € Ryt oRy?

17.5. Darstellung von Relationen. Gegeben seien die Mengen
A = {1,2,3,4}
B = {a,b,c}
¢ = {ap}

Und darauf defininiert seien die Relationen

R = {(1,a),(1,0),(2,0),(3,0),(3,¢),(4,a)}
Ry = {(ava>7(b76)’(cva)}

Diese kénnen auf verschiedene Arten dargestellt werden:

17.5.1. Matriz-Darstellung (auch: »Inzidenz-Matrizen«). Hauptsichlich geeignet zur Verarbeitung mit Com-
putern. Eine Relation wird dargestellt durch eine Matrix r1, deren Zeilentitel die Elemente der einen Menge
und deren Spaltentitel die Elemente der anderen Menge bilden. Je nachdem, ob ein Parchen in der Relation
vorkommt, steht in der Matrix an der entsprechenden Kreuzung von Zeile und Spalte eine 0 oder eine 1.
Beispiel: Die Matrix rq, die der Relation R; entspricht:

R1 £7‘1 =

_ o O =
O = = O
O = O

Und fir Rs:
1
Rgﬁ’l“g = 0
Dann ist Ry o Ry als Matrizenprodukt r; - ro darstellbar, wobei man Elemente > 1 durch 1 ersetzen muss.

Beachte: Die Matrizenmultiplikation muss definiert sein, d.h. die erste Matrix muss soviele Spalten wie die
zweite Zeilen haben.

1 01
r-Tro = 010 g-)(l)
0 1 1 10
1 0 0
2 0
I
o 11
1 0
1 0
01
N IR
1 0

Die Riickiibertragung in die Mengenschreibweise wére dann:

RioRy = {(1701) ) (2aﬁ) ) (3,0[) ) (35/8) ’ (47 Ot)}

Hier wurde eine Relation von Mengen mit verschiedener Elementzahl verwendet: A x B. Werden gleiche
Ausgangsmengen verwendet (A x A), so ist die Matrixmultiplikation immer definiert und das Ergebnis ist eine
quadratische Matrix (eine n/n-Matrix).
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17.5.2. Pfeildiagramme (gerichtete Graphen). Diese Darstellungsart ist eher »menschenlesbar«. Siehe Abbil-
dung 61. Hier wird die Relation R; dargestellt; das Pfeildiagramm zur Relation Rl_1 ergibt sich daraus durch
Umdrehen der Pfeile. Kreuzungsfreie Darstellung der Pfeildiagramme ist durch gekriimmte Linien meist mog-
lich, siehe Abbildung 61.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 61. Pfeildiagramm als Darstellungsart einer Relation

Example 80. Pfeildiagramm
Example. Sei D ={1,2,3,4,5}. Sei R C D x D wie folgt definiert:
R={(1,2),(1,5),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4),(5,5)}

Die Elemente (2,2) und (5,5) werden im Pfeildiagramm durch sog. »Schleifen« bzw. »Schlingen« dargestellt.
Siehe Abbildung 62.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 62. Pfeildiagramm mit »Schleifen« bzw. »Schlingen«

17.6. Spezielle Relationen in einer Menge. Sei A eine Menge.
Definition 53. identische Relation

Definition. Die Relation [ := {(z,z) | + € A} heifit identische Relation (auch: »Identitét« oder » Diagonale«
aufgrund der entsprechenden Matrix) iiber A.

Definition 54. Spezielle Eigenschaften von Relationen

Definition. Sei R C A x A. R heifit

e reflexiv, wenn gilt:
vaA (LE, .’E) €R
das heifft I C R bzw. in Matrixdarstellung: die Hauptdiagonale ist in der Matrix enthalten

Wichtige Eigenschaft!
e irreflexiv, wenn gilt:
VIGA (:E, .’E) ¢ R
das heifit T N R = () bzw. in Matrixdarstellung: alle Elemente der Hauptdiagonalen sind 0. Da »ir-
reflexiv« das totale (!) Gegenteil von »reflexiv« ist, gibt es auch Relationen, die weder reflexiv noch
irreflexiv sind.
e symmetrisch, wenn gilt:
vm,yeA ((xay) €ER= (y7l') € R)

das heit R~! C R bzw. in Matrixdarstellung R” ist in R enthalten
Wichtige Eigenschaft!
e asymmetrisch, wenn gilt:

Vaoyea ((z,y) € R= (y,x) ¢ R)
das heifit R~'N R = () bzw. in Matrixdarstellung: kein Element von R ist in R enthalten. In Worten:
wenn ein Parchen in R ist, so darf das inverse nicht in R sein. In der Literatur werden manchmal
Asymmetrie und Antisymmetrie vertauscht definiert. Reflexive Relationen kénnen nie asymmetrisch
sein! Wenn etwas asymmtrisch ist, dann ist es auch immer antisymmetrisch!
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e antisymmetrisch, wenn gilt:
Vz,yEA ((xvy) €ERA (y7l') ER=uz= y)

das heikt R~'NR C I bzw. in Matrixdarstellung: alle Elemente von RT, die in R enthalten sind, liegen
auf der Hauptdiagonalen. Diese Eigenschaft ist fiir den Anfinger meist am schwierigsten zu erkennen.
In Worten: fiir jedes Pérchen, das die Bedingungen erfiillt »in R und sein inverses ist in R« muss
gelten, dass © = y ist, damit die Relation antisymmetrisch ist.
Wichtige Eigenschaft!

e transitiv, wenn gilt:

vw,y,zeA ((x,y) ERA (y,z) €ER= (a:,z) € R)

das heift Ro R C R bzw. in Matrixdarstellung: R- R = R? ist in R enthalten.
Wichtige Eigenschaft!

Example 81. Eigenschaften der Relation »kleiner oder gleich«

Example.
R={(z,y) e RxR |z <y}
Welche Eigenschaften aus Definition 54 hat diese Relation R und welche nicht?

reflexiv? Ja, denn (z,z) € R fiir alle z € R

irreflexiv? Nein, denn Reflexivitéit schlieft Irreflexivitéit (das Gegenteil!) aus.

symmetrisch? Nein, denn zum Beispiel: (2,4) € R, aber (4,2) ¢ R

asymmetrisch? Nein, denn Gegenbeispiel: (z,y) = (2,2) € R und (y,z) = (2,2) € R
antisymmetrisch? Ja, denn nur fir z = y gilt (z,y) € RA (y,z) € R.

transitiv? Ja, denn wenn z < y < z, so gilt stets < z (diese Formeln sind fiir R genau das, was die
Transitivitiat allgemein fordert).

Definition 55. Aquivalenz und Ordnung
Definition. Eine Relation R heifst:

(1) Aquivalenz(-Relation), <!* R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Aquivalenz heift »Gleichwertig-
keit «.

(2) (Halb-)Ordnung (auch: »partielle Ordnung«): < R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Das
typische Beispiel ist die Relation <(Beispiel 81).

(3) strenge (Halb-)Ordnung: < R ist irreflexiv, asymmetrisch und transitiv. Das typische Beispiel ist die
Relation <.

Definition 56. Potenzen von Relationen

Definition. Sei R C A x A. Dann ist folgendes durch vollstdndige Induktion (»durch Rekursion«) definiert,
namlich schrittweise:

e RL:=R
e R?:= Ro R (Induktionsverankerung)
o R":=R" 1o R n=34,... (Induktionsschritt)

Aufgrund der Definition {iber vollstédndige Induktion muss jede Folgerung aus diesen Definitionen auch mit
vollstandiger Induktion (»schrittweise«) bewiesen werden! Aufgrund des Assoziativgesetzes folgt aus R™ =
RioRso...0R, fiir alle j,k mit j + k = n:

R" = Rj ° Rk
Definition 57. Hiillenbildung
Definition. Sei R C A x A.

R U I heift reflexive Hiille von R.

R U R™! heifit symmetrische Hiille von R

R* :=J;2, R" heikt transitive Hiille von R."”

R* :=J;2, R"U I heifit reflexiv-transitive Hiille von R.

Definition 58. Die kleinste reflexive (bzw. symmetrische, transitive, reflexiv-transitive) Relation

14@ wird im Folgenden stets abkiirzend verwendet fiir »definitionsgeméf genau dann, wenn«

& wird im Folgenden stets abkiirzend verwendet fiir »genau dann, wenn.
15Djie Symbolik Uf:a A; heifst: Die Vereinigung aller Mengen Ag, ..., Ap.
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Definition. RUT (bzw. RUR™!, RT, R*) ist die kleinste reflexive (bzw. symmetrische, transitive, reflexiv-
transitive) Relation, die R enthélt. Da dies naheliegend ist, hier ohne Beweis.
Definition 59. Potenzen von R werden zyklisch

Definition. Sei A endlich und R C A x A. Die Folge der Potenzen R!, R?,... wird irgendwann zyklisch.
Das heifit, es gibt Zahlen k, m mit: R*, R%, ... R*, ... RFt™=1 sind paarweise verschieden und alle weiteren
Potenzen sind Wiederholungen von RF, ..., RE*™~1 Siehe Abbildung 63.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 63. Potenzen einer Relation werden zylisch

Beweis:

A ist endlich

= A x A ist endlich. Es gilt: R* C A x A fiir alles =1,2, ...

= Nicht alle R kénnen verschieden sein, da A x A nur endlich verschiedene Teilmengen besitzt.

Sei nun k die kleinste natiirliche Zahl, fiir die es eine natiirliche Zahl j > k gibt mit R = R*. Sei m = j — k.

=
RFt™ = R |oR
Rk-‘rm-‘rl _ Rk:-‘rm oR = Rk oR = Rk)-‘rl
USW. qed

Es kann auch ganz allgemein gezeigt werden, dass Potenzen zyklisch werden, wenn irgendwo ein Assoziativge-
setz gilt.

Folgerung: Fiir endliche Mengen A und Relationen R C A x A gilt: Es gibt ein j € N mit RT = le R
R* =JJ_, R?UI. Die Definition der transitiven Hiille [J/_, R’ und der transitiv-reflexiven Hiille | JI_, R* U I
kann also bei endlichen Mengen als eine Vereinigung bis ¢ statt bis co geschrieben werden.

Example 82. Periodizitdt der Potenzen von Relationen

Example.
A = {a,b,c,d}
R = {(a,b),(bc),(d,a)}
Hier soll nun gezeigt werden, dass der Satz 59 gilt:
R*=RoR =
R*=R’0R
R'=RoR=R?’oR?
Das heifit weiter: R = () fiir alle i > 4. Nach Satz 59 beginnt die Periodizitéit nach k = 4, mit einer Lange des
Zyklus von m = 1.

{(a,¢), (d,b)}
{(d; )}
0

Example 83. Beispiel fiir Relationen von Mengen

Example.
A
R

{a,b,c,d}
{(a,0),(b,a),(c,d)}

Wann beginnt hier die Periodizitat?
R = {(a,a),(bb)}
R*=R*oR = {(a,b),(b,a)}
R'=R*oR = {(a,a),(b,b)}

Hier ergibt sich die Periodizitit nach k = 2 mit einer Linge des Zyklus von m = 2. Denn: R? = R¥ = RF™ =
R*.
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17.6.1. Aquivalenzen. Definition siche 55. Vereinbarung: man schreibt bei Aquivalenzrelationen oft xRy statt
(z,y) € R, denn eine der bekanntesten Aquivalenzen ist ja das Gleichheitszeichen, geschrieben als z = y.

Example 84. Gleichheitszeichen als Aquivalenz

Example. Das Gleichheitszeichen ist in jeder Menge eine Aquivalenz, denn (triviale und deshalb nicht zu
beweisende Uberlegungen):

(1) Sie ist reflexiv: Jedes Element ist zu sich selber gleich:
Vacaa =a

(2) Sie ist symmetrisch:
Va,beA (a: b= b:a)
(3) Sie ist transitiv:

Vapecala=bAb=c=a=c)
Example 85. Aquivalenz der Relation »Differenz teilbar durch 3«
Example. Rj3 sei auf Z wie folgt definiert:

xR3y := x — y ist durch 3 teilbar

Hinweis: z € Z heift durch 3 teilbar: < es existiert ein k € Z mit z = 3k. Behauptung: R3 ist eine Aquivalenz
auf Z. Beweis durch Nachweis der drei Eigenschaften der Aquivalenz:

(1) Rj ist reflexiv:
Beweis: Es gilt z — 2 =0 =3 -0 = zR3z. Es musste gezeigt werden, dass z — z durch 3 teilbar ist.
(2) R ist symmetrisch: Wenn (a, b) zur Relation gehort, muss auch (b, a) zur Relation gehoren.
Beweis:
Sei aRgbcga—b: 3k fir eine k € Z
=b—a=3(—k)=3K
= b—a=3k' = bRza.
(3) Rj ist transitiv:
Beweis:
Seien aRsb A bRse B a —b=3k,b— c = 3k fiir k, k¥ € Z.
=a—c=(a—b)+(b—c)=3k+3K =3(k+k')=3E"
=a—c=3k" = aRsc

Also sind alle drei fiir die Aquivalenz nétigen Eigenschaften nachgewiesen.
Definition 60. Die Menge aller Briiche (rationalen Zahlen)
Definition.
Q::{i|n7z€Z7n;ﬁ0}
n
Definition 61. dquivalente Briiche

Definition.

21 ~, *2

— = — 21 N2 =22°N1
ni N2

Example 86. Aquivalenz von Briichen und erweiterten Briichen

Example. Hier wird gezeigt, dass % # %, nur % = % Die Gleicheit von Briichen ist keine Gleicheit,
sondern nur eine Aquivalenz(-relation), d.h. eine Gleichwertigkeit. Das Zeichen »22« wird hier fiir Aquivalenzen

verwendet.

Behauptung: Die Beziehung 2 zwischen Briichen ist eine Aquivalenz. Beweis:

(1) reflexiv:

Sei 2 € Q.

Es gilt entsprechend Definition 61: z2-n=n-2z= = = 2
(2) symmetrisch:
. ~ def
Sei Z—ll = ;—z S 21N9 = ZoNng.
. . . def ~
Da »=« symmetrisch ist gilt: = zon; = 2110 & 2—22 = Z—ll
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(3) transitiv:
Aus

Z1 Z2 Z2 z3
/\ = =

1%

ny U») %) ns
soll folgen dass

A28
niong
Wie geht das? Zuerst folgt per definitionem:
(41265 21N = 22N A Z9Ng = Z3MN2
= Z1NaN3 = 2oN1N3 AN 29N3N1 = 23N2N1

= Z1N2oN3g = 2ZoN1N3g = 29N3N1 = 23NN

Hier wurde angewandt, dass die Multiplikation von Gleichungen mit einem Faktor in Z eine Aquiva-
lenzumformung ist. Aufgrund der Transitivitdat des Gleichheitszeichens folgt weiter:

= Z1NoNg = 23NoN1 = 21N3 = 23N

Hier wurde angewandt, dass das Herauskiirzen eiens Faktors aus Gleichungen in Z eine Aquivalenzum-
formung ist. Also gilt:
G A1 o 2
1 N3

Definition 62. Rest bei Ganzzahldivision

Definition. Seien m € N und z € Z. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen g, € Z mit z = gm +r
und 0 < r < m. Die Zahl r heiftt »Rest von z bei Division durch m« oder kiirzer » Rest von z modulo m«.
(Ohne Beweis).

Man findet den Rest von r modulo m wie folgt: Bestimme die grofite Zahl ¢ € Z mit ¢ - m < z und bilde
r=2z—qm.

Example 87. Rest bei Ganzzahldivision

Example. Zu Definition 62. Sei m = 5. Dann kénnen Zahlen z in die Darstellung z = gm + r zerlegt werden.
Diese Darstellung ist eindeutig. Beispiele:

(1) 9=1-5+4
(2) 13=2-5+3
(3) —4=(-1)5+1
(4) —18 = (—4)5 +2

Definition 63. Kongruenz modulo m (Bezeichnung)
Definition. Zwei ganze Zahlen z,y € Z heifien kongruent modulo m (m € N), (in

Zeichen: x = y (mod m), lies: »a kongruent y modulo m«), wenn x — y durch m teilbar ist, d.h. wenn es ein
k € Z gibt mit x — y = km.

Definition 64. Kongruenz modulo m (Erkennen)

Definition. Es gilt z = y mod m (»z kongruent y modulo m«) genau dann wenn: x und y besitzen bei
Division durch m den gleichen Rest. Auch zu formulieren als: x — y ist durch m teilbar. (Ohne Beweis).

Definition 65. Aquivalenz der Kongruenz modulo m

Definition. Sei m € N. Die Kongruenz mod m ist eine Aquivalenz auf Z.

Beweis'®. Wieder bestehend aus drei Teilbeweisen:

(1) s=«ist reflexiv: Seiz € Z=2z—x=0=0-m = x = z (mod m).
(2) »=« ist symmetrisch:
SeiJ:Ey(modm)gw—y:kmﬁireinkez
sy—xz=(—k)m
= y = x (mod m)

16Dje verallgemeinerte Form des fiir die Relation »Differenz teilbar durch 3« gefiihrten Beweises der Aquivalenz in Beispiel 85.
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(3) »=« ist transitiv:
Sei z = y (mod m) Ay = z (mod m) (Zu zeigen: = = z (mod m))
def /
Sr—y=mkANy—z=mk
sz—z=(x—2)+@y—2)=mk+mk' =m(k+k)=mk"
=z —z=mk
=z = z (mod m)

Die Kongruenz wird von der Aquivalenz deshalb unterschieden, weil man mit Kongruenzen wie mit Rechen-
operationen rechnen kann; wéhlt man m = 2, so befindet man sich z.B. im Zweiersystem.
Definition 66. Aquivalenzklasse

Definition. Sei R C A x A eine Aquivalenz. Sei z € A. Dann heift die Menge der zu  Aquivalenten Elemente
aus A (in Zeichen: [z] == [z], = {y | (z,y) € R}) die Aquivalenzklasse von x modulo R (auch: »nach R«,
»beziiglich R«).

Merke: x ist in seiner Aquivalenzklasse enthalten (z € [2]). Warum? Weil R eine Aquivalenz und damit immer
reflexiv ist (d.h. (z,z) € R).

Definition 67. Wichtiger Satz iiber Aquivalenzen

Definition. Sei R C A x A eine Aquivalenz. Seien z,y € A. Dann kénnen sich die verschiedenen Aquivalenz-
klassen, aus denen A besteht, nicht iiberlappen: entweder [z] = [y] oder [z] N [y] = 0. Siehe Abbildung 64.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager

Freiwillige vor!

ABBILDUNG 64. Keine Uberlappung der Aquivalenzklassen

Beweis zu Definition 67: Wir nehmen an, dass zwei Aquivalenzklassen einen nicht leeren Durchschnitt haben
und zeigen, dass dann beide Aquivalenzklassen identisch sein miissen. Also angenommen:

[z] Nyl #0

Wegen Reflexivitit der Aquivalenz gilt: y € [y]. Wir wollen nun zeigen: y € [z]: Sei ein beliebiger
Reprisentant der Schnittmenge

z € [z]Ny]
= (z,z) € R
Ny,z) € R

Wegen Symmetrie gilt nun: (z,y) € R.

Aufgrund der Transititvitdt gilt nun: (x,y) € R. Daraus folgt:

(20) y €[]

e Nun zeigen wir: [y] C x

— Sei u beliebig aus [y]. Das heift: (y,u) € R

— Aus Gleichung 20 wissen wir bereits: (x,y) € R.

— Aufgrund der Transitivitdt von R gilt nun: = (z,u) € R = u € [z]. Weil nun u beleibig aus [y]
gewahlt war, gilt nun [y] C [z]. Analog zeigt man nun: [z] C [y]. Daraus folgt: [x] = [y]. Also:
wenn zwei Aquivalenzklassen keinen leeren Durchschnitt haben sollen, so miissen sie nach diesem
Beweis gleich sein.

Definition 68. Disjunkte Mengen
Definition. Zwei Mengen A, B heifen disjunkt, wenn A N B = (.

Definition 69. Zerlegung von A (auch: »Partition von A«)

Definition. Sei A eine Menge. Die disjunkten Teilmengen, deren Vereinigung A bilden, heifsen eine Zerlegung
von A. Dies gilt auch fiir unendliche Mengen wie R; um hier auch eine Zerlegung in Teilmengen durchfithren
zu konnen, fiihrt man (unendliche oder endliche) Indexmengen ein: Sei

H::{Ak|]€€K}

eine Menge von Teilmengen von A mit folgenden Eigenschaften:
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A:UAk

kEK
e die A; sind paarweise disjunkt.

Dann heifst IT eine Zerlegung (»Partition«) von A. K heifit Indexmenge von II.
Definition 70. Die Aquivalenzklassen als Partition

Definition. Die Menge der Klassen einer Aquivalenz R auf einer Menge A bildet eine Partition. In Zeichen:

A/R

Lies: » A modulo R« oder »Faktorraum von A nach R« oder » A zerlegt nach R«.
Definition 71. Erkennen einer Aquivalenz an disjunkten Teilmengen

Definition. Sei II = {Aj, | k € K} eine Partition von A. Sei R = {(z,y) | es gibt ein k € K mit z,y € Ay}.
Dann gilt: R ist eine Aquivalenz und II = A/R. Wenn also eine in disjunkte Teilmengen zerlegte Menge A
vorliegt, so sind zwei Elemente der gleichen Teilmenge &quivalent. Das heiftt: Jede Zerlegung ist mit einer
Aquivalenz zu beschreiben.

Beweis: (hier handelt es sich um sofort einsichtige Trivialitéten)

o R ist reflexiv: Da A = |J,cx Ar existiert zu jedem x € A ein k € K mit x € Ag. Daraus folgt:
(z,z) € R.

e R ist symmetrisch: Sei (z,y) € R = es existiert ein k mit x,y € Aj. Daraus folgt als Trivialitét:
=vy,x € A = (y,z) € R.

e R ist transitiv: Sei (z,y) € R und (y, z) € R.
= es existiert ein 7 € K und ein j € K mit z,y € 4; und y,z € A;.
=y € A;NA;, das heifst A, NA; # 0
= A, =A,=z,y,z € A, und damit folgt (z,2) € R

Bemerkung: Sei m € N. Elemente z,y € Z, die bei Division durch n den gleichen Rest liefern heifsen &dquivalent
(oder: »kongruent«) modulo m. (Dies wurde bereits definiert). In Zeichen:

x =y (mod m)

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit 7/ (m) (hier: »Z modulo m«, auch » Restklassenmenge modulo m«)
anstelle Z/= bezeichnet. Da es bei Division durch m genau die Reste 0,1,...,m — 1 Reste gibt, gilt folgende
Partition der ganzen Zahlen:

Z/my = {101, 1], 2], -, [m = 1]}
Beachte: Die Aquivalenzklasse [i] ist die Menge aller z € Z mit Rest i bei Division durch m.

Example 88. Restklassenmenge modulo 5

Example.
m=25
2/ sy = {10, (1], [2], 3], [4]}
mit
o = {..,-10,-5,0,5,10,15,...}
n = {..,-9,—-4,1,6,11,16,...}
2] = {..—8-32712,...}
B = {..,-7,-2,3,813,...}
4 = {...,-6,—-1,4,9,14,...}

Es gilt: Die Mengen [0] ... [4] sind disjunkt und ihre Vereinigung ist Z.
Beachte: Bei der Darstellung einer Aquivalenzklasse durch [z] ist es egal, welchen Reprisentanten 2 man wihlt.
Es gilt ndmlich nach obigem Beispiel: [0] = [-5] = [15].

Mit Aquivalenzklassen kann man rechnen: So sind die Aquivalenzklassen modulo 2 das Zweiersystem, man
kann darin rechnen.

Definition 72. Feinere Zerlegung einer Menge
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Definition. Seien IT und II' Zerlegungen einer Menge A. IT heifst »feiner als IT'« (in Zeichen IT < IT'), wenn
zu jedem P € IT ein P’ € II' mit P C P’ existiert'”. Anschaulich: siche Abbildung 65.

Definition 73. Erkennen der Feinheit von Aquivalenzklassen

Definition. Seien R, R’ Aquivalenzen auf A. Sei IT := A/R und II' := A/R’'. Wie sieht man einer Aquivalenz
an, ob die zugehorigen Aquivalenzklassen feiner sind als die einer anderen Aquivalenz? Es gilt:

RCR &I<II
(ohne Beweis)

Example 89. Erkennen der Feinheit von Aquivalenzklassen

Example.
RS = {(l‘,y) |x,y€Z,xEy(mod 8)}
Ry = {(z,y) |2,y € Z,x =y(mod 4)}
Man vergleiche nun Z/Rg = 7Z/(sy und Z/ R4 = 7/ (4). Es gilt (vgl. Abbildung 66):

Z]sy < L/
05,4)s < [0l
Anwendung der der Definition 73: In diesem Beispiel wurde aus Definition 65 begriindet, dass Z/ gy < Z/(4).
Daraus muss nach Definition 73 folgen, dass Rg C R4. Hat R4 tatsdchlich gleich viele oder mehr Tupel als
Elemente als Rg? Ja: Die Tupel von R4 bilden sich aus jedem x € Z mit jedem y € Z im Abstand 4m, m € N
dazu, die von Rg aber nur mit jedem y € Z im Abstand 8m,m € N dazu, das ergibt natiirlich nur halb so viele
Tupel.

17.7. Algebraische Strukturen. Hier behandelt werden: Gruppen, Halbgruppen, Ringe, Kérper
Definition 74. Gruppe'®

Definition. Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G zusammen mit einer 2-stelligen Operation o, wobei fol-
gende Axiome'? gelten sollen (wenn die ersten vier Eigenschaften VANI gegeben sind, spricht man schon
von einer Gruppe; ist die fiinfte Eigenschaft, die Kommutativitét, zusétzlich gegeben, spricht man von einer
kommutativen Gruppe (VANIK, auch » Abelsche Gruppe«)):

e V: das » Verkniipfungsgesetz« (auch: » Verkniipfungsaxiom«)
Veyegroy € G
e A: das Assoziativgesetz

Vayzeq(Toy)oz=1x0(yoz)
Die Matrizenmultiplikation ist z.B. assoziativ, aber im Normalfall nicht kommutativ.

17Beachte: Die Elemente (z.B. P, P’) der Indexmenge II sind selbst Mengen.

18WWiederholend aus der Vorlesung Mathematik 1.

19 Axiome sind Gesetze, die man nicht beweist; ihre Geltung wird vereinbart, alle anderen Gesetze miissen mit den Axiomen
bewiesen werden.

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 65. Feinere Zerlegung einer Menge

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 66. Beispiel zu unterschiedlicher Feinheit von Aquivalenzklassen
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e NN: Existenz eines neutralen Elementes
Vecogdnegnor=zxon=x

Man muss nur entweder n o z oder x o n axiomatisch fordern, die andere folgt daraus. Bei der Mul-
tiplikation ist das neutrale Element die 1, bei der Addition die 0. Daher heifit das Neutrale Element
auch »Nullelement« oder »Einselement«.

o [: Existenz des Inversen Elements

VeegTeregroax® =ax"ox =n

Man muss nur entweder x o x* oder x* o x axiomatisch fordern, die andere folgt daraus. Bei der
Multiplikation ist das Inverse Element !, bei der Addition —x; manchmal findet man daher auch
diese Symbolik statt x*.

e K: Kommutativgesetz. Eine Gruppe (G, o) heifit kommutative Gruppe, wenn zusétzlich gilt:

VeyegZoy=yox

Fiir die Operation »o« schreibt man bei kommutativen Gruppen (Abelschen Gruppen) oft das Plus-
zeichen (und fiir das Neutrale Element dann 0, fiir das inverse zu € G dann —z), das Malzeichen
verwendet man bei allen anderen Gruppen oder wenn ein Axiom nicht gilt.

Example 90. Matrixaddition ist eine Gruppe

Example. Sei (M, xn,+) die Menge aller n x n-Matrizen {iber R mit der Matrixaddition +. (M, xn,+) ist
eine kommutative (oder » Abelsche«) Gruppe. Beweis durch Beweisen der Axiome VANIK:

e V: Gilt aufgrund folgender elementweiser Definition der Matrixaddition; das Ergebnis ist wieder eine
n x n-Matrix.

ay] ... Qin bi1 ... bin a1 +b11 ... ain+bin
1 = :
anl1 ... Qpp bnl e bnn an1 + bnl e. Qpp + bnn

e A: Gilt, denn aufgrund elementweiser Addition kann die Matrixaddition zuriickgefiihrt werden auf die
Assoziativitdt der Addition in R.

(A+B)+C=A+(B+0C)
e N: Das Neutrale Element heifst » Nullmatrix« 0,, .

0 ... 0
Onxn = : :
0 ... 0
Aufgrund positionsweiser Addition gilt, weil 0 das Neutrale Element in R ist:
A+On><n :Oan—f—A:A

e I: Das Inverse Element zur Matrix A = (a;;)?" ist —A := (—a;;). Es ist klar, dass A + (—A4) = Oxn.
e K: Das Kommutativgesetz A + B = B + A gilt, weil positionsweise reelle Zahlen addiert werden und
fiir diese das Kommutativgesetz gilt.

Example 91. Matrixmultiplikation ist keine Gruppe

Example. (M, x,,-), wobei »-« die Matrix-Multiplikation ist, ist keine Gruppe. Uberpriifung:

e V: Ein Element in der Ergebnismatrix ergibt sich aus der Multiplikation der jeweiligen Zeile der ersten
und der jeweiligen Spalte der zweiten Matrix.

n n n
ain ... ai, bin ... bin doi—10abi 2oy angba o D05 aijbin

n n
Anl  --.- Qpn bnl ce bnn Zj:l anjbjl ce ce Zj:l anjbjn

Das Verkniipfungsaxiom gilt also, denn die Ergebnismatrix ist wieder eine n x n-Matrix.

200\ an beachte diese weitere Moglichkeit der Schreibweise fiir Matrizen.
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o A:
ail oo Q1n bll . bln ci1 ... Cin
L\ @n1 --- Qnn bpt ... bpn nl .- Cnn
a1 .o Q1 b11 . bln Cci1 ... Cin
ap1 .. Qpp bnl . bnn nl ceo Cpn 1

Auch dies gilt und kann analog zum Verkniipfungsaxiom bewiesen werden; es kbnnen nédmlich aufgrund
der Kommutativitdt in R die entstehenden Doppelsummenzeichen vertauscht werden. Beweis bleibt
dem Leser iiberlassen.

e N: Das Neutrale Element ist die Einheitsmatrix, die nur auf der Hauptdiagonalen aus 1 besteht und
sonst mit 0 belegt ist:

1 0 0
0 0 1

e [: Gibt es zu jeder Matrix eine inverse Matrix? Nein, sondern nur wenn die Determinante D # 0 ist,
hat die Matrix A eine inverse Matrix A~'2!. Solche heifen regulire Matrizen, die anderen singulére
Matrizen. Also ist (M, xn,-) keine Gruppe, sondern eine sog. »Halbgruppe mit Einselement« - Fi-
genschaften, die zusétzlich zu den durch die Halbgruppe geforderten gelten, werden meist gesondert
angegeben.

Definition 75. Halbgruppen

Definition. Eine Halbgruppe (H,-) ist eine Menge H zusammen mit einer zweistelligen Operation -, wobei
gilt: V' (das Verkniipfungsaxiom) und A (das Assoziativgesetz).

Example 92. Eine nicht-Abelsche Gruppe

Example. Sei (M9, ,-) die Menge der reguliren®” n x n-Matrizen iiber R mit der Matrix-Multiplikatzion -.

(M;;exgn, ) ist dann eine Gruppe, die nicht kommutativ ist: eine »nicht-kommutative« oder »nicht-Abelsche«

Gruppe. Denn: Nach Beispiel 91 gelten die Axiome V, A, N. Fiir reguliire Matrizen existiert auch A~! (d.h.
A-A71' = E,,). Es gilt aber nicht das Kommutativititsgesetz K; Gegenbeispiel:

1) Ga)-(s)

aber nach Vertauschung der Faktoren ergibt sich:
L1y (1 0Y_ (21
0 1 1 17 \11

Definition. Ein Ring (G, +, ) ist eine Menge zusammen mit zwei 2-stelligen Operationen + und -, wobei gilt:

Definition 76. Ring

(1) (G,+) ist eine kommutative Gruppe, wobei das Neutrale Element mit 0 und das Inverse Element von
x € G mit —x bezeichnet wird. Das heifst, es gilt fiir alle x,y, z € G:
e Viz+yed
e A (z+y)+z=x+(y+2)
e N:24+0=04+z=2
e ix+(—z)=(—2)+2=0
e Kiz+y=y+=z
(2) (G,) ist eine Halbgruppe. Das heifst, es gilt fiir alle z,y € G:
e Viz-ye@G
e Ai(z-y)-z=x-(y 2)
(3) Es gelten die Distributivgesetze (die die beiden definierten Operationen wie bei den Zahlen miteinander
verbinden):

z-(y+z2) = zy+az
(y+2)-z = yx+ 2z
Die Reihenfolge ist wichtig, denn das Kommutativitdtsgesetz gilt nicht!

215¢0ff der Vorlesung Mathematik 1.
22Fine Matrix A heifit regulér, wenn die Determinante von A # 0 ist.
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Kurz: Ein Ring ist eine Menge mit + und -, wobei gilt:

flir +:: VANIK
fiir :: VA

und es gelten die Distributivgesetze
Definition 77. Kommutativer Ring, Ring mit Eins
Definition. (G, +,-) heifst

kommutativer Ring: :& die Multiplikation kommutativ ist (die Addition ist ohnehin kommutativ).
Ring mit Eins: :& Es existiert ein Einselement 1 mit 1 -z =x -1 = z fiir alle z € G.

Example 93. Ring mit Eins

Example. (M, xn,+,) ist die Menge aller reellen n x n-Matrizen mit der Matrix-Addition + und der Matrix-
Multiplikation -. Sie bilder einen Ring mit 1 (gemeint: die Einheitsmatrix), der nicht kommutativ ist.

Definition 78. Korper

Definition. Ein Ring (G, +,-) heifit »Korper« (engl. field, deshalb auch deutsch manchmal »Feld«), wenn
beziiglich der Multiplikation gilt:

o Kommutativgesetz
e Existenz des Einselementes
e Zu jedem = € G, x # 0 existiert ein inverses Element 1.

Zusammenfassung: Korper. (G, +,-) ist ein Korper <

e VANIK fiir +
e VANIK fiir - (kein Inverses zu 0, d.h. in G \ {0})
e Distributivgesetze

Zusammenfassung: Ring. (G, +, ) ist ein Ring :&

e VANIK fiir +
e VA fiir -
e Distributivgesetze

Example 94. Beispiele fiir Kérper und Ringe
Example.

e R ist ein Korper
e Q ist ein Korper
e 7 ist ein Ring. Das einzige Gesetz, was fiir einen Korper fehlt, ist die Existenz des Inversen I fiir die
Multiplikation. Denn es gilt in Z:
— VANIK fir +
- VANK fir -
— Distributivgesetze
Man bezeichnet Z aufgrund der zusitzlichen Eigenschaften N, K fiir - als »kommutativen Ring mit
Eins«.

17.7.1. Der euklidische Algorithmus in Z. Weil dieser sog. »euklidische Algorithmus« zur Bestimmung des
groften gemeinsamen Teilers (ggT) in Z funktioniert, bezeichnet man Z als euklidischen Ring. Sei t =
geT (ap,ar) der grokte gemeinsame Teiler von ag, a; € Z. Man berechnet ¢ iiber den euklidischen Algorithmus:

Example 95. euklidischer Algorithmus
Example. Seien ag = 374 und a; = 289. Sei ag > a;. Euklidischer Algorithmus:

374 = 1-289485
289 = 3-85+34
8 = 2-34417
34 = 217

Wenn die Division ohne Rest aufgeht, darf man wie hier schliefen: 17 = ggT (374, 289).
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Verfahren des euklidischen Algorithmus. Sei |ag| > |a1|. Bestimme ganze Zahlen ¢; und a;y; mit

ap = qia1 + ag mit 0 < |ag| < |aq|
a3 = @oas +az mit 0 < |az| < |as]
ay = qsaz+ aq mit 0 < |ay| < |as]
und so weiter bis ai = 0:
ag—2 = qr-10k-1+0
=ar-1 = ggT (ao,a1)

Example 96. Berechnung des ggT von 96 und 35

Example. a9 =96 und a; = 35

96 = 2-35+26

35 = 1-26+9

26 = 2948

9 = 1-8+41

8§ = 8-1+0
=1 = ggT(96,35)

Wenn ggT (ag,a1) = 1, so heifien ag, a1 teilerfremd.
Definition 79. Darstellungsform des ggT (ag,a1)

Definition. Zu t = ggT (ag,a1) gibt es ganze Zahlen \, u mit t = Aag + pa;.

Beweis von Definition 79 iiber vollsténdige Induktion: Betrachte den euklidischen Algorithmus.

(21) ap = qai+a
(22) a1 = qeas+as
(23) az = q3a3+ a4
(24) az = Qa4+ as

(1) Lose Gleichung 21 nach ag auf und setze in Gleichungen 22 und 23 ein.
(2) Lose Gleichung 22 nach ag auf und setze in Gleichungen 23 und 24 ein.
(3) Lose Gleichung 23 nach ag auf und einsetzen analog zu oben. Am Ende entsteht:

t = Aag + pay
Example 97. Zahl in der Form ¢ = \ag + pa;

Example. Seien ag = 374, a; = 289

(25) apg = 1-a1+8 =8 =ayg—a;
(26) @ = 3-85+34
27) 8 = 2.34+17

Indem man Gleichung 25 fiir 85 in Gleichung 26 einsetzt, erhdlt man:

(28) a1 = 3ag — 3a1 + 34 = 34 = 4a; — 3ap

Indem man Gleichung 25 fiir 85 in Gleichung 27 einsetzt, erhélt man:

(29) ag—a; =2-34+17

Indem man Gleichung 28 fiir 85 in Gleichung 29 einsetzt, erhélt man die Darstellung in der Form ¢t = Aag+ paq:

apg —ay = 80,1 - GCLO + 17
=17 = Tag— 9ay

alsoA=7, p=-9
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17.7.2. Der Restklassenring Z,, (Das Rechnen mit Resten). Was sind die Reste von Summen x + y, wenn die
Reste von x und y bekannt sind? Da die Berechnung solcher Reste von Summen einfach mdglich sind und
kleine Zahlen liefert, geht man dazu iiber, nur noch mit den Resten statt mit den Summen zu rechnen. Es
kann gezeigt werden, dass diese Reste einen Ring bilden und - wenn der Teiler eine Primzahl ist - sogar ein
Korper. Die Anwendung geschieht z.B. bei fehlerkorrigierenden Codes.

Definition 80. Grundlage fiir das Rechnen mit Resten
Definition. Sei m € N und Z/(,,,) = {[0],[1],. .., [m — 1]}.* Fiir belicbige € [i] und y € [5] gilt:
z+y€i+]]
z-y€li-j]
Beweis zu Definition 80. Beweis zu x +y € [i + j]: Sei z € [i] und y € [J]

=z—i=km A y—j=km

sz—i+y—j = (k+K)m
= (@+y) —(@+5) = K'm
=(x+y) = (i+j) modm
= (i+j) = (x+y) modm

=z4+y € [i+]]
Beweis zu -y € [i - j]: Sei x € [i] und y € [j]
=v—i=kmAy—j=kKm
Man probiert nun herum, z.B. durch Multiplikation dieser Gleichungen mit je einem konstanten Faktor y oder
i, um eine Gleichung zu erhalten, die (i - j) und (z - y) enthélt:

zy—iy = kym
iy—1ij = kim
Addition dieser beiden Gleichungen liefert nun:
xy—ij = (ky+ki)m
= k'm

=ay € [if]
Example 98. Addition und Multiplikation im Restklassenring Z5

Example. m =5, dann ist Z/(5) = {[0],[1],[2],[3], [4]}. Jede Zahl z € Z liegt nun in einer der Aquivalenz-
klassen, entsprechend ihres Restes bei Division durch m = 5:

e 8¢€[3]

e —9 ¢ [1] Die Aquivalenzklasse negativer Zahlen erhilt man also, indem man die kleinste durch m
teilbare und betragsméfig grofsere Zahl addiert: —9 4+ 10 = 1.

e 7€2],18 € [3] also 7+ 18 € [2+ 3] = [0]

e 7€ 2], —6¢€ 4] also 7-(—6) € [2-4] =[3]

Definition 81. gekiirzter Weg zur Aquivalenzklasse des Ergebnisses®*

Definition. Sei x,y € Z. Interessiert man sich nur fiir die Reste von = 4+ y, * — y, « - ¥y modulo m, dann kann
man bereits vor und wihrend der Rechnung alle Operanden und Zwischenergebnisse nach Belieben durch ihre
Reste ersetzen.

Example 99. Rechnen mit Resten: Addition

Example. m = 5. Wir wollen den Rest von 7 + 9 wissen, und schreiben unter Verwendung des Kongruenz-
zeichens = »kongruent modulo m = 5«:
7T+9=24+4=6=1mod 5
oder
7+9=16=1mod 5

Example 100. Rechnen mit Resten: Multiplikation

23V\/'iederholung, s.0.: Die Kongruenz zweier Zahlen »z = y mod m :& x — y ist durch m teilbar« ist eine Aquivalenzrelation.
Eine Aquivalenzklasse « € Z ist dann [z] = {y € Z | z = y mod m}.
24Fine Folgerung aus Beispiel 98.
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Example. m = 5.
7-9=2-4=8=3mod 5
oder
7-9=63=3mod5

Definition 82. Restklassenring, Restklassenkérper und vereinfachte Schreibweisen

Definition. Sei Z,,, = {0,1,2,...,m — 1}. Das heifst, wir ersetzten die Klasse [¢] in der Schreibweise durch
ihren Représentanten i. Fiir i, j, k € Z,,, setzen wir

i+j=k:=i+j=kmodm
i-j=k :&i-j=kmodm
Dies darf nur geschrieben werden, weil und solange wir uns in der Menge Z,, befinden! Dies sind gleichzeitig

die Definitionen der Operationen fiir die Ringe / Kérper. Die Menge Z,, heifit der Restklassenring modulo m.
Ist m eine Primzahl, so heifft Z,, Restklassenkorper! Denn es gilt:

Definition 83. Rechnen mit Resten: Restklassenring

Definition. (Z,,,+,-) ist kommutativer Ring mit 1. »mit 1« heift: mit neutralem Element bzgl. -. Beweis:
Nachrechnen unter Verwendung von Definition 80. Zu einem Koérper fehlt also nur noch das inverse Element
I der Multiplikation!

Definition 84. Rechnen mit Resten: Restklassenkorper

Definition. Wenn m eine Primzahl ist, dann ist Z,, ein Korper. m ist eine Primzahl genau dann wenn
(Zm,+,-) ein Korper ist.

Beweis zu Definition 84: Wenn m eine Primzahl ist, ist Z,,, ein Korper. Es ist nur noch nachzuweisen, dass
ein inverses Element I der Multipliktion gibt (da Definition 83 vorausgesetzt wird). Beachte: Alle folgenden
Rechenoperationen geschehen im Restklassenring Z,,, d.h. alle Zahlen und Ergebnisse diirfen auf ihre Reste
verkiirzt werden.

Sei x € Z,, ={0,1,2,...,m —1}, 2 # 0.

Sei m eine Primzahl. Da x < m gilt damit 1 = ggT (z,m)

nach Definition 79folgt: = 1 = Ax + um

=1=X\

mit A = z* (d.h. sei * der Rest von A mod m) gilt: 1 = z*x in Z,,

Da Z,, als Restklassenring ja kommutativ ist, gilt: 1 = za* in Z,,.

= x* ist Inverses zu xz, d.h. I gilt in Z,,, beziiglich »-«.

Beweis zu Definition 84: Wenn Z,, ein Korper ist, ist m eine Primzahl. Dieser Beweis wird als Widerspruchs-
beweis gefiihrt:

Sei Z,, ein Korper.

Angenommen m ist keine Primzahl. Dann gibt es Zahlen a,b € Z mit
—l<a<m,1<b<m
—ab=m

Was gilt unter dieser Voraussetzung in Z,,7
—a,beZydennl<a<m,1<b<m
—a#0,b#0denn1<a,1<b
— ab =0 (andere Schreibweise fiir ab =m mod m = 0).

Da nach Voraussetzung Z,, ein Korper ist, existiert zu a ein a* mit aa* = 1.

Nun gilt in Z,,:

Il

—

= T
*

o

&
S

a
= a0
0

Wiederspruch zu b # 0.
e Also war unsere Annahme, m sei keine Primzahl, falsch. Also ist m eine Primzahl.

Definition 85. Wann ein Produkt in einem Korper 0 ist

Definition. In jedem Kérper gilt:
ab=0&a=0VvVb=0
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Definition 86. Inverses Element der 0

Definition. Beachte: 0 besitzt nie ein Inverses beziiglich der Multiplikation.

Definition 87. Division in einem Restklassenkorper

Definition. Sei p eine Primzahl. Dann gilt: In Z, ist eine Division mdglich! Sei z € Z,,  # 0. Man setzt
dann
der Charakteristik p« oder »Galois-Feld GF (p)«*°. Wichtig fiir die Informatik ist nur der Restklassenkdrper
Zs = {0, 1}. Die Operationstabelle in diesem Korper ist dann:

y:

y -2~ '. In Literatur iiber fehlerkorrigierende Codes wird verwendet: Z, heifit auch »Primkérper

lz]ylatylaz-y]|

00 0 0
0|1 1 0
110 1 0
11 0 1

In der Schaltalgebra wird

e die Operation = + y als x @ y geschrieben und als XOR (oder »Exor«) bezeichnet, d.i. ein exklusives

Oder.

e die Operation x - y als © A y geschrieben und als AND bezeichnet, d.i. ein logisches Und.

Die Schaltzeichen hierzu werden als bekannt vorausgesetzt.

Example 101. Rechnen mit Restklassen

Example. Sei Z; = {0,1,2,3,4,5,6}, d.h. Z7 ist ein Korper.

e Bilden Sie fiir jedes z € Z7 sdmtliche Potenzen z".

k

HEAESES AN

0

1

214 |1
3121|6451
412 |1
51416231
6| 1

Manche Potenzen liefern hier alle Zahlen des Korpers, manche nicht. Ein Zyklus endet stets mit einer
Potenz z" = 1 und beginnt dann von neuem.
Wieviele verschiedene Potenzen besitzt jedes z € Z7 (und allgemein jedes z € Z,)?
Die Anzahl der Elemente in Z7 ist |Z7] = 7. Jedes z # 0 hat dann hochstens 7 — 1 = 6 verschiedene
Potenzen, da z* # 0 fiir alle z # 0 gelten muss, d.h. der Faktor 0 darf nicht auftauchen.
Allgemein: |Z,| = p. Davon sind p — 1 Elemente # 0. Fiir z # 0 gibt es hochstens p — 1 verschiedene
Potenzen.
Geben sie z~! an fiir jedes z € Z7, z # 0.
Wenn eine Potenz ¥ = 1 ist, so folgt: 2¥ = 2712 = 1 = 27! = 2¥~1. Damit sind sie inversen Elemente
nach obiger Tabelle abzulesen:

— z = 0: kein Inverses

-171=1
- 27l =4=2?
-31=5
—471=2
-51t=3
-67'=6

Definition 88. Existenz des Inversen in einem Restklassenkorper

Definition. Sei z € Z,, z # 0. Dann existiert ein k& > 1 mit z¥ = 1. (Ohne Beweis).

25Evariste Galois, 1811-32. Franzosischer Mathematiker, der die Mathematik revolutionierte und sich dann im Duell erschieffen

lieRs.
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17.8. Polynome iiber 7.
Definition 89. Polymom iiber einem Korper K
Definition. Sei K ein Korper. Ein Polynom iiber K ist ein Ausdruck
p(z) == apz™ + 12"V 4+ .. 4ag, a; €K

K [z] bezeichnet die Menge aller Polynome iiber K. Bemerkung: In K [z] wird wie in der Menge der reellen
Polynome gerechnet.

Im Folgenden sei K = Z5 = {0, 1}.
Example 102. Polynome iiber (aus) dem Kérper K = Zy = {0, 1}

Example.

e Grad 0: 0, 1

e Grad 1: z, z 4+ 1

o Grad 2: 22 + ax + b mit den Werten fiir a,b entsprechend den 4 moglichen Kombinationen von :
‘ a | b || Polynom |

0]0 22

01 22+ 1

110 2+

11|22 +z+1

e Grad 3: 23 + ax? + bz + c¢. Wieder gibt es soviele Polynome, wie es Kombinationen von a, b, ¢ gibt
(d.h. soviele wie es dreistellige Dualzahlen gibt, ndmlich 8).

e Grad 4: Es gibt 2 = 16 Polynome.

e Grad n: Es gibt 2" Polynome.

17.9. Rechnen mit Polynomen tiiber Z5. In Z; gilt: 1+ 1 =0 < 1 = —1. 4+ und — werden hier nicht
unterschieden. Deshalb ist das Polynom z? + x identisch mit 2 — 2! Also miissen wir nur die Addition und
Multiplikation von Polynomen betrachten:

Example 103. Addition von Polynomen
Example.

(P +2®+z+ 1)+ (2 +2°+1) = 2°+2°+222 4+ 242
= "+ + 02 +2+0
= 2423+

Example 104. Multiplikation von Polynomen
Example.
(z+1)° = 22+22+1
= 224 0z+1
= 2241
(x+1)3 = 24322 +3z+1
= B+ +a+1
(502+x+1) (13+z2+1) = 4at+2l 2t 34+ 422 +1
= 2 +z+1
Example 105. Polynomdivision in Zs

Example. Die Polynomdivision kann in sehr einfachen Schaltungen realisiert werden, die angewandt werden
zur Realisierung fehlerkorrigierender Codes, z.B. bei Festplatten.

(®+1):(z+1)=2"+z+1
Da die Subtraktion identisch ist mit der Addition, kann hier einfach addiert werden. Ansonsten verlauft die
Polynomdivision identisch zu der in R. Hier wurde (2 + 1) zerlegt in das Produkt (z + 1) (2% + z + 1).
Example 106. Polynomdivision in Z5 mit Rest

Example. Siehe Abbildung 67. Hier wurde zerlegt:Wenn eine Potenz z~{n}=1 ist, konnen alle weiteren
Potenzen darauf zuriickgefiithrt werden.

(2 +2%) = (2®+1) (® +2+ 1)+ (2 +1)
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17.10. Nullstellenbestimmung von Polynomen in 7.
Definition 90. Nullstelle eines Polynoms p (z) iiber Z,

Definition. Unter einer Nullstelle eines Polynoms p (z) € Zs[z] versteht man ein Element zg € Z3 mit
p (zo) = 0. Auch hier gilt der Hauptsatz der Algebra (er gilt sogar ganz allgemein fiir Polynome in Ringen mit
1): Hat p () die Nullstelle xg € Zo, dann ist p () durch 2+ teilbar. Das heift, es gilt: p (z) = ¢ (z)-(z + z0).
Wenn p (x) den Grad n hatte, so hat nun ¢ (z) den Grad n — 1.

Da die Nullstellen in Zs nur 0 oder 1 sein konnen, ist das Erraten von Nullstellen sehr einfach:
Example 107. Nullstelle 1 von Polynomen

Example.

R N Ry |
Dieses Polynom hat die Nullstelle zyp = 1, wie jedes Polynom mit gerader Anzahl von Summanden: dann
namlich entsteht fiir p (1) eine gerade Zahl, die dquivalent modulo 2 zu 0 ist. Polynomdivision zur Probe:

(P+2”+az+1):(z+1) =2+1
Wieder kann man eine Nullstelle ;1 = 1 erraten!
Example 108. Nullstelle 0 von Polynomen

Example.
423+

Wenn man x ausklammern kann (d.h. das Absolutglied fehlt), so ist 29 = 0 eine Nullstelle. Denn auch hier gilt
wie in R, dass ein Produkt nur 0 ist, wenn mindestens ein Faktor Null ist. Wenn zy = 0 eine Nullstelle ist, so
muss man ja nach dem Hauptsatz der Algebra durch (z + 0) = z teilen kénnen, d.h. man muss = ausklammern
kénnen. Also Zerlegung:

4= (x4—|—x2—|—1)x
Definition 91. reduzible und irreduzible Polynome

Definition. Ein Polynom p (z) € Z; [x] mit Grad p > 1 heiftt zerlegbar (oder »reduzibel«), wenn es Polynome
p1 (), p2 (z) € Zy[x] gibt mit p (z) = p1 (x) - p2 () und Grad (p;) > 1. Andernfalls heifft p (x) unzerlegbar
(auch »irreduzibel«).

Wie miissen Polyome mindestens aussehen, um irreduzibel zu sein? Sei py (7) = axz® + ar_12" =1 + ... + ao,
k> 2, a = 1. Ist pg (z) irreduzibel, dann gilt:

e ay = 1, denn sonst hat das Polynom die Nullstelle zyg = 0. Es darf aber keine Nullstelle haben, denn
sonst ist es nach dem Haptsatz der Algebra zerlegbar!

e Die Anzahl der Summanden muss ungerade und > 3 sein, denn sonst hat das Polynom die Nullstelle
2o = 1 und das Polynom wére damit nach dem Hauptsatz der Algebra zerlegbar.

Example 109. irreduzible Polynome iiber Z5

Example. Die Bestimmung dieser irreduziblen Polynome ist dhnlich aufwéndig wie die Bestimmung von
Primzahlen: man muss bestimmen, ob ein Polynom Faktoren enthélt.

Grad 1: Die beiden mégliche Polynome z und x + 1 sind unzerlegbar. Denn Polynome, aus denen es
aufgebaut sein miisste, miissen nach Definition 91 vom Grad p; > 1 sein, d.h. x enthalten - ihr Produkt
wiirde dann aber 22 enthalten.

26entspricht dem Linearfaktor (z — xo) in R!

Wenn eine Potenz z~{n}=1 ist, konnen alle weiteren Potenzen darauf zuriickgefiithrt werden.Wenn eine
Potenz z~{n}=1 ist, konnen alle weiteren Potenzen darauf zuriickgefiihrt

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

werden.

ABBILDUNG 67. Polynomdivision in Z5 mit Rest



90 MATTHIAS ANSORG

Grad 2: Es sind insgesamt 4 Polynome 2 + ax + b mdglich. Wegen Definition 91 muss b = 1 sein (sonst
xo = 0 Nullstelle) und a # 0 (sonst gerade Summandenzahl und zy = 1 Nullstelle). Also kommt fiir
ein unzerlegbares Polynom {iberhaupt nur in Frage:

24+l

Wenn es zerlegbar ist, so muss es aus Polynom-Faktoren vom Grad 1 bestehen, d.h. es muss entweder
durch = oder z + 1 teilbar sein, d.h. o = 0 oder xy = 1 wiren Nullstellen. Da dies nicht der Fall ist,
ist dieses Polynom nicht zerlegbar. Damit wére schon ein fehlerkorrigierender Code moglich.
Grad 3: Welche der 8 Polynome 23 + ax? + bz + ¢ vom Grad 3 sind irreduzibel? Es muss gelten wegen

Definition 91:

e c=1

e a=1Ab=0oder a=0Ab=1, damit die Summandenzahl ungerade ist.
In Frage kommen damit noch die folgenden beiden Polynome:

4+’ +1

41
Wairen diese Polynome vom Grad 3 reduzibel, wére ein Faktor vom Grad 1, der andere vom Grad 2.
Ein Faktor vom Grad 1 (d.i. z oder x + 1) wiirde bedeuten, dass die Polynome xy = 0 oder 29 = 1

als Nullstellen haben. Dies ist nicht der Fall, also sind beide Polynome irreduzibel.
Grad 4: Die irreduziblen Polynome sind hier:

441
ot a1
sttt 41
Beweis: Insgesamt gibt es 16 Polynome z* 4 a2 4 bz? + cx + d. Es muss gelten wegen Definition 91:
e d =1 (denn sonst ist g = 0 eine Nullstelle). Es bleiben noch 8 Polynome iibrig.
e die Anzahl der Summanden muss ungerade und > 3 sein. Entweder miissen also a,b,c = 1 sein,
oder zwei von diesen = 0. Es bleiben also folgende Polynome {ibrig:
441
et a3 41
ettt 41
ot 2?1
e Angenommen, es gebe darunter zerlegbare Polynome ¢ (z). Diese konnten enthalten:

— Einen Teiler vom Grade 1 (d.i. z oder « 4+ 1) und einen Teiler vom Grade 3. In jedem Fall
hétte g (z) die Nullstellen 0 oder 1; dies ist jedoch nicht moglich aufgrund der Selektions-
kriterien, denen diese Polynome geniigen.

— Zwei Teiler vom Grad 2, d.h. quadratische Polynome. Dies miissen irreduzible Polynome
vom Grad 2 sein, denn sonst wiirden sie und auch ¢ (x) einen Teiler vom Grad 1 enthalten,
was oben ausgeschlossen wurde. Es gibt nur ein irreduzibles Polynom vom Grad 2:

4+l
Wenn sein Quadrat eines der obigen Polynome ergibt, wurde also die Zerlegbarkeit gefunden:
(x2+:v+1) (x2+:£+1) =2t 42241
Das Polynom z* + 22 + 1 ist reduzibel - damit wurde die zuerst angegebene Liste der
irreduziblen Polynome bewiesen.
Definition 92. Wichtiger Satz fiir die Codierungstheorie

Definition.

(1) Zz[z] (»die Menge aller Polynome iiber Z3«) enthilt zu jedem m € N mindestens ein irreduzibles
Polynom p (z) mit Grad (p) = m. Fir jeden Grad der Polynome wird man also ein irreduzibles
Polynom finden.

(2) Sei p(x) € Zs [z] irreduzibel und vom Grad (p) = m. Sei n = 2™ — 1. Dann teilt p () das Polynom
2" +1 = 2™ —1. Folgerung: £™+1 enthélt alle irreduziblen Polynome vom Grad m als Teiler (Faktoren).
Wenn man also irreduzible Polynome vom Grad m sucht, so ermittle man das Polynom x™ + 1. Dessen
Zerlegung in Faktoren enthélt alle irreduziblen Polynome vom Grad m (und weitere Faktoren)!

17.11. Fehlererkennende und Fehlerkorrigierende Codes.
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17.11.1. Grundlagen.
Definition 93. bindres Codewort der Lange k

Definition. Ein bindres Codewort der Lénge k (»k-Bit-Wort«) ist eine Folge von genau k Elementen aus
B =1{0,1}.

Example 110. bindres Codewort der Lange 6

Example.
011010

Definition 94. Binércode der Lénge k

Definition. Ein Bindrcode der Lange k (»k-Bit-Code«) ist definiert als eine Menge von k-Bit-Wortern, also
eine Teilmenge von B¥ := Hle B=BxBx...x B,

In der Nachrichtentechnik werden stets binére Informationen (k-Bit-Worte) von einem Sender S an einen
Empfanger E gesendet. Wenn sie fehlerhaft sind, kann man oft nicht eine Retransmission verlangen, sondern
muss erkennen konnen, welche Bits falsch sind (d.i. gleichzeitig, wie sie richtig lauten miissen). Ist dies moglich?

Ja, dazu bettet man den k-Bit-Code in einen n-Bit-Code ein, n > k, und nutzt die zusétzlcihen n — k Bits zur
Fehlerkontrolle. Diese zusétzlichen Bits sind »iiberfliissig« (redundant), sie sind zur Informationsiibertragung
nicht notig.

Definition 95. Redundanzcode

Definition. Ein (n, k)-Redundanz-Code (kurz: (n,k)-Code) ist ein n-Bit-Code mit k Informationsbits und
m = n — k Kontrollbits.

Example 111. Das Parity-Bit

Example. Dies ist ein (9,8)-Code. In Servern besteht der RAM aus Bytes zu 9 Bit, wobei das 9-te Bit
(Parity-Bit) nur zur Fehlerkontrolle dient.

a9aga7aet;A4G3a201

Hier ist a; das Kontrollbit, as ... ag die Informationsbits. Zur Bildung des Parity-Bits gibt es zwei Moglichkei-
ten:

e gerade Paritéat: durch das Paritatsbit wird auf eine gerade Anzahl von len ergénzt.
a1 = (ag+ag+ar+as—+as+aqs+as+az) mod 2
= agDagDdarDasDasDasdazdaz
@ ist das Zeichen fiir XOR. Daraus folgt: in ag . ..a; kommt dann eine gerade Anzahl von len vor.

e ungerade Paritdt: durch das Paritotsbit wird auf eine ungerade Anzahl von len ergénzt.

Der Empfanger kann also nur erkennen, dass ein Bit falsch ist; er kann ihn nicht korrigieren, und er kann nicht
eine gerade Anzahl falscher Bits erkennen.

17.11.2. Hamming-Code. Fehler von 1 und 2 Bit kénnen erkannt, Fehler von 1 Bit kénnen korrigiert werden.
Motivation: Betrachte alle dreistelligen Dualzahlen ohne 0:

ay 001
as 010
as 011
a4 100
as 101
ag 110
a7 111

Fiir die Spalten gilt dabei:

e a4 erginzt ar,ag,as auf gerade Paritét in dieser Spalte
e a9 ergdnzt ar,ag, a3 auf gerade Paritét in dieser Spalte
e ay ergdnzt ay,as, a3 auf gerade Paritét in dieser Spalte

2"Die Symbolik Hf_l meint hier das Produktzeichen, nicht eine Indexmenge II wie an anderer Stelle in diesem Dokument.



92 MATTHIAS ANSORG

a1, az, a4 sind hier die Stufenzahlen im Dulsystem, d.h. sie enthalten alle nur eine 1, und das in je einer anderen
Spalte. Man verwendet sie zur Berechnung der Paritdten im Hamming-Code. Ein (7,4)-Hamming-Code ist die
Menge aller 7-Bit-Worter (Aufbau: a7, ..., a1) mit folgender Eigenschaft:

ay = ayDagDas
a2 = a7DagDas
a; = a7rDasDas

Dabei heiflen a7, ag, as, ag Informationsbits und ay4, as, a; die daraus nach obiger Formel berechneten Kontroll-
bits.

Example 112. Codierung und Decodierung mit dem Hamming-Codes

Example. Der Sender S will die Bitfolge s1s25354 = 1011 an den Empfanger F iibertragen. senden. S bettet
S1, S92, 83, S4 in ein 7-Bit-Wort des Hamming-Code wie folgt ein:

ary ag as a4 as a2 ay
S1 S9 S3  S1 @D So @53 S4 S1 DSy DSy 81 @83@84
1 0 1 0 1 0 1

Was macht der Empfénger £ damit? Er iberpriift, ob die Kontrollbits die jeweils kontrollierten Bits tatséchlich
auf gerade Paritét ergédnzen:

ps = arDagDasDay
p2 = arDasDazDa
pr = arPasDazsday

Wenn kein 1-Bit-Fehler aufgetreten ist, so ist p3pap1 = 000, d.h. es bestehen gerade Pritdten. In der Praxis
treten Fehler sehr oft als Biindelfehler auf. Bei manchen Ubertragungswegen ist es jedoch wahrscheinlicher,
dass 1 Bit als dass 2 oder mehr Bits verfilscht werden, so dass singuldre Fehlerkorrektur gute Ergebnisse
liefert (z.B. Modems; sie zéhlen die korrigierten Fehler mit und verkiirzen dementsprechend ggf. die Lénge
der iibertragenen Blocke). Wenn genau ein Bit verfilscht wurde, ist pspop; die Positionsnummer, einfach als
positive Dualzahl interpretiert.

Example 113. Fehlerkorrektur beim Hamming-Code
Example. E empfange die folgende Bitfolge:

ary Qg as a4 a3 Qa2 Q1
1 0 0 0 1 0 1

Hier ist im Vergleich zu Beispiel 112 a5 verfilscht. Die Dualzahl pspap; ist;

ps = arDagPasPag=1
p2 = arDagPazPag=0
p1 = arPasPaz®a; =1

p3pap1 = 1013 = 5 gibt nun an, dass ajs verfilscht ist; man berichtigt es durch invertieren. Dabei geht man
davon aus, dass nur 1 Bit zerstort wurde; wenn mehr Bits verfdlscht sind, ist die durchgefiihrte Korrektur
selbst falsch.

Der Hamming-Code liefert auch die richtige Nummer fiir falsche Kontrollbits; dann ist keine Korrektur nétig!

17.11.3. Codierung und Decodierung mittels Matriz-Multiplikation mod 2.

Codierung: Ein Vektor s;sssssy soll mit einer geeigneten Matrix so multipliziert werden, dass die
Bitpositionen des Hamming-Codes entstehen:

1001011
01 0 1 0 1 0
aragasasazazar = (s1 s2 ss sa )| 0 01 1 0 0 1
00 0 0 1 11

Diese Matrix heifit Generator-Matrix G.
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Decodierung:
1 1 1
1 1 0
1 0 1
(ps p2 p1 )= (arasasasasaza;) | 1 0 0
0 1 1
01 0
0 0 1

Diese Matrix wird H” genannt, d.i. die transponierte Matrix*® der Kontrollmatix H; beide enthalten
interessanterweise die Dualzahlen 1 — 7.

1111000
H=11 1001 10
1 01 01 01

17.11.4. Schaltungstechnische Schinheitsfehler des Hamming-Codes.

(1) Die Kontrollbits sind im Codewort verstreut; besser ist folgende Anordnung;:
araedsa3a4a2a1

Zur Korrektur werden in den Matrizen G und H die dritte und vierte Spalte vertauscht.
(2) Schaltungen zur Matrixmultiplikation in Hardware sind zu teuer, fiir die zyklischen Codes (CRC-Codes:
cyclic redundancy codes) sind weit billigere Schaltungen moglich.

17.11.5. CRC-Codes. Mit diesen Codes, die dem Hamming-Code dhneln, funktioniert die Fehlerkorrektur auf
Festplatten und CD-ROMs. Man iiberlegt vorher, wieviel redundante Bits (Kontrollbits) m € N man verwenden
will. Die Gesamtzahl der Bits pro Codewort ist dann n = 2™ — 1.

Zerlege 2™ + 1 in irreduzible Polynome in Z5. Unter diesen kommt nach Definition 92 mindestens eines vom
Grad m vor. Es heift Generatorpolynom eines (n, k)-CRC mit k¥ = n—m Informationsbits und m Kontrollbits;
es liefert ggf. die Generatormatrix. Von der Zerlegungsmoglichkeit des Polynoms z™ 4+ 1 hingt ab, wieviele der
insgesamt k Informationsbits mit einer gegebenen Anzahl m Kontrollbits kontrolliert werden kénnen.

Das Produkt der iibrigen irreduziblen Faktoren von z™ + 1 heifst Kontrollpolynom, das ggf. die Kontrollmatrix
liefert.

Example 114. (7,4)-CRC-Code
Example. Seim =3, =n=2-1=7,=k=n—m="7-3 =4, also ein (7,4)-CRC.
2T+ 1=(z+1) (2 +2+1) (2 + 2% +1)

Dies ist die vollstandige Zerlegung in irreduzible Polynome. Man wéhle nun z.B. g (z) = (:c3 + 2% + 1) als Ge-
neratorpolynom, die restlichen Polynome ergeben zusammen das Kontrollpolynom h (x) = z*+23+2%+1. Wir
erhalten einen (7,4)-CRC, der wie der (7,4)-Hamming-Code 1-Bit-Fehler korigiert, aber schaltungstechnisch
giinstiger ist.

Konstruktion der Generator-Matrix G: Berechne fiir i = m,m + 1,...,n — 1 mit den Polynomdivisionen
a' g ()

' =q; () g(x)+ri(x)
mit Grad r; (x) < m. Die gesuchten r; (z) heifen »Rest von z* modulo g (z)«. Hier ist m = 3, n = 7. Also
werden folgende Polynomdivisionen durchgefiihrt:

2
3.(.3, .2 _ =41
s2® = 1-g)+2>+1
mit 22 + 1 =r3 (z).
2
4 3 9 rc+x+1
: 1) = 1

x (:E +x+) xr + +x3+x2+1

szt = @+Dg@) +2>+2+1

28Fine Matrix wird transponiert, indem man ihre Zeilen und Spalten vertauscht.
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mit 22 + 2+ 1 =74 (v)

5,03, 2 2 r+1
: 1 = 14+ ——
T (x +z° + ) Tt +x+ +x3+x2+1
s = (P+ar+1l)g@)+z+1
mit © + 1 =175 ()
2
6. (.3, .2 _ .3, .2 rmtz
2% = (P+2%+2)g@@)+2 42
mit 22 + 2 = r¢ ()
Die Generatormatrix hat in ihren Zeilen die Koeffizienten von z* +r; (x), i =n—1,...,m:
26 25 ozt 23 22 ol 2O
2 +rg(z) 10 0 0 1 1 0
G=| 2°+75(x) 0 1 0 0 0 1 1
zt4+ry(x) 0 0 1 0 1 1 1
»4+r3(z) 0 0 0 1 1 0 1

Die Matrix G besteht in den ersten £ Zeilen und Spalten aus der Einheitsmatrix Ej , und danch aus einer
Matrix Ry . Der Empfianger bildet aus der Generatormatrix wie folgt die Kontrollmatrix (hier ohne Begriin-
dung):

1 01 1 1 00
H= (R}, ,Emm)=| 1110 0 1 0
01 1 1 0 0 1
Zur Decodierung benétigt man die transponierte Kontrollmatrix:

1 1 0

0 1 1

1 1 1

H' =1 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Example 115. korrekte Ubertragung der Nachricht 1011 mit einem (7,4)-CRC-Code
Example. Codierung durch den Sender:
(1011) - G = (1011100) = v

Aufgrund der Einheitsmatrix in G wird zuerst die Information gesendet, danach folgen erst die Kontrollbits
(anders als beim Hamming-Code). Decodierung des Vektors v durch den Sender durch Multiplikation mit H”:

1 0

v-H" = (1011100) - = (000)

(= i =)
O OO K==
— O O

Wenn kein Fehler aufgetreten ist, so ist wie hier pspap; = 000.
Example 116. fehlerhafte Ubertragung der Nachricht 1011 mit einem (7,4)-CRC-Code

Example. Der Empfianger hat erhalten
v = (1001100)

Im Unterschied zu vorigem Beispiel ist also das dritte Bit falsch. Er decodiert:
v-HT = (111)

Bei CRC-Codes gibt p3pap; nicht als Dualzahl die Position des falschen Bits an, anders als bei den Hamming-
Codes. Stattdessen kann die Anordnung der Bits direkt aus H” abgelesen werden, nimlich gerade entsprechend
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der in den Zeilen dargestellten Dualzahlen:

OR == O
O = OO ==
— OO R~k EF~=O

1>
Q
(3

0

Die Bits liegen also in der Reihenfolge agazarasasasa; vor. Da oben v- HT = 111 ist, weil man also, dass das
Bit an der dritten Position falsch ist.

17.11.6. Schaltungen zu CRC-Codes auf Festplatten®. Die Schaltungen zu den CRC-Codes sind sehr einfach:
Das Generatorpolynom sei g (v) =23+ 22 +1=1-23+1-22+0 2 +1-2° Fiir jeden Koeffizienten 1 wird
in der Prinzipschaltung eine Leitung und ein @ (die Addition mod 2) eingezeichnet (siche Abbildung 68)! Die
eingezeichneten Flipflops sind Speicherzellen fiir ein einziges Bit. In der realen Schaltung werden Multiplexer
(Weichen) verwendet (Abbildung 69). Verfahren der Codierung:

(1) An e die k Informationsbits in k Takten eingegeben.

(2) Beide Schalter (eigtl. Multiplexer) umlegen, d.h. aus der in Abbildung 69 angegebenen Position in die
andere schalten.

(3) Uber den dann freiwerdenden Weg werden in drei Takten die Inhalte der Flipflops ausgelesen, das sind
die drei berechneten Kontrollbits. Dies entspricht dem Auslesen eines 3-Bit-Schieberegisters.

Der Empfianger hat eine identische Schaltung mit einem Zusatz, um zu priifen, ob die Inhalte der Flipflops
Null sind. Er liest alle 7 Bit (in 7 Takten) in die Schaltung ein. Enthalten die Flipflops nur Nullen, dann
ist kein (erkennbarer!) Fehler aufgetreten. Ansonsten wird eine Fehlerkorrektur an den zwischengespeicherten
Informationsbits durchgefiihrt.

Abbildung noch nicht von Zeichnung tbertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 68. Prinzipschaltung zur Auswertung eines CRC-Codes

Abbildung noch nicht von Zeichnung Ubertrager
Freiwillige vor!

ABBILDUNG 69. Reale Schaltung zur Auswertung eines CRC-Codes

Example 117. CRC-Codes auf Festplatten und Disketten

Example. Ein Sektor hat 512 Info-Bytes und 2 Kontroll-Bytes, das sind 16 Bit. Das Generatorpolynom hat
also den Grad 16. Es ist:
g(x) =2+ 22 +2° 41

Es ist nicht irreduzibel, um auch Biindelfehler entdecken zu kénnen, wird aber identisch konstruiert. Es wurde
von der ITU, einer Unterorganisation der UNO, als Standard®’ festgelegt. Dieses Polynom g (z) wird nur zur
Fehlererkennung verwendet, nicht zu deren Korrektur. Bei Festplatten verlangt der Controller eine erneute
Ubertragung des Sektors, wenn ein Fehler aufgetreten ist; ist der Fehler persistent, wird ein Hardware-Fehler
ausgegeben. Beim anschliefenden Neuformatieren wird der Sektor vom Controller erkannt und vom Controller
oder der Software als fehlerhaft markiert und dann nie mehr benutzt.

Dieses Polynom erkennt:

29Djeser Abschnitt bis zum Ende des Dokuments ist nicht relevant fiir die Klausur.

30IBM hatte vorher ein eigenes, nicht so leistungsfihiges Polynom verwendet: 216 4+ z1% 4 22 4- 1. Dariiber hat jemand einmal
eine Doktorarbeit geschrieben.
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1-Bit-Fehler zu 100%

2-Bit-Fehler zu 100%

Fehler mit gerader Anzahl von Bits zu 100%
Biindelfehler bis 16 Bit zu 100%

alle anderen Biindelfehler zu midestens 99,996%

CRCs werden oft nur zur Fehlererkennung eingesetzt; werden sie zur Fehlerkorrektur benutzt, nennt man sie
ECCs (error correcting codes). Je nachdem, was der Code leisten und erkennen soll, miissen die Polynome
etwas unterschiedlich konstruiert werden.
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konvergente Punktfolge, 39
Kriimmung, 31
Kriimmungskreis, 31
Ellipse, 32
Gerade, 32
Kreis, 24
Kreischeibe, 37
abgeschlossen, 37
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Kreisscheibe, 37
offen, 37
Kreuzprodukt, 70
Kugel, 36
Kugeloberflache, 23

Losung
singulére, 53
Losungsbasis, 63

Mantelflache, 22, 34
Matrix-Darstellung, 72
Matrixaddition, 81
Matrixmultiplikation, 81
Mittelwertsatz, 35
modulo, 77

Kongruenz, 77

neutrales Element, 81
Newton-Verfahren, 18
Newtonverfahren, 36
nicht-Abelsche Gruppe, 82
Normale, 29
Nullstellenbestimmung, 17, 89
Bisektion, 17
Intervallhalbierung, 17
Newton-Verfahren, 18
Sekantenverfahren, 17
Tangenten-Verfahren, 18
Nullstellenbestimung
Regula falsi, 17
numerische Integration, 14

Oder, exklusives, 70, 87
offene Kreisscheibe, 37
offenes Rechteck, 37
Ordnung, 74
orthogonal, 29

Parabel, 25
Parameterform, 27
Ableitung, 29
Bogenlange, 34
Ellipse, 28
Gerade, 27
Hyperbel, 28
Kreis, 27
Mantelflache, 34
Normale, 29
Parabel, 28
Schraubenlinie, 28
Tangente, 29
Volumen, 34
Paritatsbit, 91
Parity-Bit, 91
Partialbruch-Ansatz, 8
Partialbruchzerlegung, 8
Partition, 78
Pfeildiagramm, 73
Polynomdivision, 88
Polynome
Addition, 88
Division, 88
in Zs, 88
irreduzible, 89
Multiplikation, 88
Nullstellen, 89
Rechnen mit, 88
reduzible, 89
Potenz, 74
Zyklizitat, 75
Produkt
Assoziativitat, 70
ist 0, 86

MATTHIAS ANSORG

kartesisches, 70
von Relationen, 70
Punktfolge, 39

Pythagoras, trigonometrischer Satz des, 6

Randwertproblem, 53
rationale Zahlen, 76
Rechteck, 37
abgeschlossen, 37
offen, 37
Rechteckssumme, 14
Redundanzcode, 91
reduzible Polynome, 89
reflexiv, 73
Regula falsi, 17
Relation, 69, 70
antisymmetrische, 74
asymmetrische, 73
Darstellung, 72
identische, 73
inverse, 71
irreflexive, 73
Potenzen, 74
reflexive, 73
symmetrische, 73
transitive, 74
relatives Extremum, 42
Resonanzfall, 66
Restklassenkorper, 86
Restklassenmenge, 79
Restklassenring, 85, 86
Ring, 82
kommutativer, 83
mit Eins, 83
Rotationskorper
Mantelflache, 22
um x-Achse, 19
um y-Achse, 20
Volumen, 19
Rotationsvolumen, 34

Satz des Pythagoras, trigonometrischer, 6

Satz von Schwarz, 41
Schaltalgebra, 87
Schwarz, 41
Sekantenverfahren, 17
Simpsonformel, 16, 17
Simpsonverfahren, 15
singuldre Losung, 53
sinus hyperbolicus, 28
Storglied, 65
Storgliedanséatze, 65
Steilhang, 39
Sternkurve, 34
Stetigkeit, 39
Substitution, 4, 6
symmetrisch, 73

Tangente, 29
Tangenten-Verfahren, 18
Tangentengleichung, 31
Tangentialebenen, 45
teilerfremd, 84

transitiv, 74

Trapezregel, 15

Trennung der Variablen, 54
trigonometrischer Pythagoras, 6
Turing-Maschine, 69

Umgebung, 38
unbeschrénkter Integrand, 13
Und, logisches, 70, 87
uneigentliche Integrale, 11
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unstetig, 39

VA, 83

VANIK, 83

Variation der Konstanten, 58, 60
Verkniipfungsaxiom, 80
Verkniipfungsgesetz, 80
Volumen, 19

XOR, 70, 87

Zerlegung, 78
feinere, 79
Zweite Substitutionsformel, 6
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